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1. INTRODUCCION

Dada un curva suave proyectiva C' existe una manera natural de asociarle una variedad abeliana
principalmente polarizada, su jacobiana, la cual serd denotada por J(C), éste es el Teorema de
Torelli [4], el cual nos da una aplicacién inyectiva

My — A,
C— (J(C),0)

entre el moduli de curvas de género g y el moduli de variedades abelianas principalmente polarizadas
de dimensién g.

Definicién 1.0.1: Una variedad abeliana principalmente polarizada (X, ©x) es llamada variedad de
Prym — Tyurin si existe una curva suave proyectiva C' con Jacobiana (J(C),0), tal que X es una
subvariedad abeliana de J(C) con i¥,© = eOx para algin entero e > 1, donde i, : X — J(C) es la
inclusion candnica. Al entero e se le llama exponente de la variedad X .

Es natural pensar que toda variedad abeliana principalmente polarizada es una variedad de Prym-
Tyurin de cierto exponente, en efecto, el criterio de Welters [10] nos garantiza que toda variedad
abeliana principalmente polarizada de dimensién g es una variedad de Prym-Tyurin de exponente
36D (g —1)!

Observemos que para g = 2, 3 se tiene que toda variedad abeliana principalmente polarizada es una
Prym-Tyurin de exponente e = 3,18, sin embargo, como dim My =3g —3 y dim A, = %g(g +1),
por el teorema de Torelli, para g = 2,3 se sigue que dim M, = dim A4, por lo tanto la variedad
abeliana general es una jacobiana, es decir una variedad de Prym-Tyurin de exponente 1, el cual es
menor que 3 y 18 que son los exponentes dados por el criterio de Welters.

Considere el conjunto: R
Ry ={X 5 X | 7 es étale de grado 2}.

Wirtinger y Mumford mostraron que hay una aplicacién natural
Rg+1 — Ag

que asocia a un cubriente étale de grado 2 de curvas suaves proyectivas de género g+ 1 una variedad
abeliana principalmente polarizada de dimension g, la variedad de Prym del cubriente.

Como dim Ry = dim M, = 3g — 3, para g = 4,5 se tiene que las aplicaciones Rs — A4 y R — As
son dominantes, esto es, toda variedad abeliana de dimensién 4 y 5 es una variedad de Prym-Tyrin
de exponente 2, dicho exponente es nuevamente mucho menor que el dado por el criterio de Welters
(162 y 1944 respectivamente). Surge entonces una pregunta natural: ;Cudl es el exponente minimo
con el que una variedad abeliana principalmente polarizada es una Prym-Tyurin?

Para responder esta pregunta es necesario obtener nuevas variedades de Prym-Tyurin por ello estu-
diamos las variedades de Prym Clasicas y las variedades de Prym de pares de cubrientes estudiadas
por H. Lange and S. Recillas [8] [7] con el propésito de generalizar estas ideas. En esta tesis estudi-
amos el siguiente diagrama conmutativo de morfismos finitos de curvas suaves proyectivas tales que
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gi, gj no factorizan via un mismo morfismo Y’ — Y

X193
hiy hds
his
X2 . Xi3 " Xo3
2 A 2
w{><f §y<J@ (L.1)
X, X, X4
\ 92
g1 gs
Y
donde
X2 = X1 %, Xo, Xoz = Xo X, X3, X3 = X1 x, X3 y

KXoz & Xqg X, Xog &~ Xqo X Xig = Xoz X Xi3.

Dado el diagrama anterior, de ahora en adelante d; > 2, g, > 1 y wg, denotan el grado de g;, el
género de X y el grado de ramificacién del divisor de g; respectivamente, donde i = 1,2, 3.

En el capitulo 3 definimos la variedad P(l1,ls,l3), calculamos su dimensién y el tipo de la po-
larizacién inducida por la polarizacién principal de J(Xjs3), dicha variedad es una subvariedad
abeliana asociada al diagrama (1.1) que se descompone en subvariedades mas pequenias, por lo que
no es una candidata apropiada para ser la variedad de Prym del diagrama, o lo que para nosotros
significard lo mismo, la variedad de Prym de 3 cubrientes. Esta descomposicién estd dada al final
de 5.1, en el cual damos la definicién de la variedad de Prym de 3 cubrientes, denotada por Pjo3 asi
como también una definicién equivalente dada en la Proposicién 5.1.2 la cual nos dice que

Piag =; (P(hys) N P(his) N P(hi,))°.

donde =; significa “iségeno a” y la isogenia es la inducida por la aplicacién suma.

Esta definicién nos da una descomposicién de J(Xi23) en 8 subvariedades (Proposicién 5.1.1), es
decir

J(X123) =i I"J(Y) + 1} P(g1) + I5P(g2) + I5P(g3) + (hiy)* Pia + (hys)* Pas + (hig)* Pis + Piag

La dimensiéon de Pjo3 es calculada en la seccién 2 de este capitulo, donde se prueba que si el
lugar de ramificacién de g; y g; son disjuntos entonces

d1m P123 = (dl — 1)(d2 — 1)(d3 — 1)(gy — ].) =+ %((dl — 1)(d2 — 1)w93
- (dy — 1)(ds — Dy, + (d2 — 1)(ds — Dwy,). (12)

Con el propdsito de dar condiciones para obtener variedades de Prym-Tyurin un primer paso es
calcular el orden del grupo K(Lp,,,), €l cual es el kernel de la aplicacién

¢Lp123  J(X123) — J(X123)

donde Lp,,, es la restriccién de la polarizacién canénica principal L de J(X123). Este cdlculo estd
hecho en la seccién 5.3 donde se demuestra el siguiente
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Teorema 1.0.1: Bajo las condiciones del diagrama (1.1), si el m.c.d.(d;,d;) =1 parai,j € {1,2,3}
y g, = 0 entonces

209x;, ~9x,) 209x,, —9x,)
1. ‘K(Lp(h;whzk)”:di k k dj X~ Ix )
2 |K(Lpy,)| = d?(gx23 —9x, —gxa)d;(gx13 —9x, _gx3)d§(gX12 —9x, —ng)'

En el capitulo 4 se generalizan los resultados dados en el capitulo 3 y nuevamente se obtiene que
la variedad P(ly,...l,) se descompone en subvariedades mas pequenas. En el capitulo 6 ademds
de generalizar los resultados del capitulo 5, dado el diagrama (6.1) calculamos el orden del grupo
K(Lp, ,) para g, > 0y n > 2y finalmente damos condiciones necesarias y suficientes para que
Py, sea variedad de Prym-Tyurin.



2. ANTECEDENTES

En ésta seccion daremos una serie de definiciones y resultados acerca de las variedades abelianas,
variedades de Prym y variedades de Prym de pares de cubiertas.

2.1 Variedades abelianas.

Definicién 2.1.1: Sea X = V/A un toro complejo de dimension g. Una polarizacion en X es
la primera clase de Chern ci1(L) de un haz lineal definido positivo sobre X, esto es, una forma
hermitiana H : V x V' — C positiva definida tal que ImH (A, A) C Z.

Sea E = Im(H), hay una base A1,...\g, ti1, ..., iy de A, respecto a la cual, E esta dada por la

matriz < _OA ﬁ ) donde A = diag(d1,...dg), d; >0y d; | dix1i=1,...,g

Definicién 2.1.2: El vector t = (di, ...,dy) se denomina el tipo de la polarizacion.
Definicién 2.1.3: Una polarizacion es llamada principal si es de tipo t = (1,...,1).

Definicién 2.1.4: Una variedad abeliana es un toro complejo que admite una polarizacion. El par
(X,H) se llama variedad abeliana polarizada. St H (o L) es de tipo t = (1,...,1) decimos que (X,H)
es una variedad abeliana principalmente polarizada.

2.2 Toro dual complejo.

Sea X = V/A un toro complejo de dimensién g. Considere el C-espacio vectorial V=H omg(V,C)
de formas C-antilineales [ : V' — C. El espacio vectorial real subyacente de V es canénicamente
isomorfo a Homg(V,R). El isomorfismo estd dado por [ — Im [ con aplicacién inversa k +— I(v) =
—k(iv) 4+ ik(v). Esto implica que la forma R-bilineal

(,): V x V =R, (l,v) = Iml(v)

es no degenerada. Esto implica que A := {I € V|(I, A) C Z} es una latiz en V llamada la latiz dual
de A.

Definicién 2.2.1: El cociente X := V/IAX es un toro complejo de dimension g denominado toro dual
de X.

Proposicién 2.2.1: El homomorfismo candnico V. — Hom(A,U(1)), | — e(2wi(l,.)) induce un
isomorfismo X ——Pic®(X) (Ver Prop.4.1 en [{]).

De acuerdo con la Proposicién 2.2.1 el grupo Pic’(X) admite la estructura de toro complejo
de manera natural. De ahora en adelante, identificaremos Pic®(X) y X. Sean X; = = Vi/A; toros
complejos, © = 1,2y f : X1 — X3 un homomorfismo con representacién anahtlca F: Vi — V.
El homomorﬁsmo dual F™* V2 — Vl, que asocia a la forma antilineal Io € V2, la forma antilineal
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looF € T/\l, induce un homomorfismo f: )/(\2 — )/(\1 ya que F*//X; - K\l Por la Proposicién 2.2.1, el
siguiente diagrama conmuta:

o~

X, — Pic’(Xy)

7 £ (2.1)

o~

Xl —_— PZ'CO(Xl)

Definicién 2.2.2: Una isogenia f : X1 — Xo de toros complejos, es un homomorfismo suprayectivo
de nicleo finito.

Proposicién 2.2.2: Si f : X; — Xo es una isogenia de toros complejos, el morfismo dual f:ji"\g —
X1 es también una isogenia y su nicleo es isomorfo a Hom(ker f,U(1)). En particular deg f =deg

f-

Demostracién: Supongamos que X1 = V/A1, y Xo = V/A5. Suponemos que idy es la representacién
analitica de f. Por definicién F'* = idy es la representacion analitica de f: )/(\2 — )/(\1, por lo que f
es una isogenia.

Por el diagrama (1) y el teorema de Apell-Humbert, se tiene lo siguiente:

X, = Pic®(Xy) —— Hom(A2,U(1))
f f
X, — Pic®(X,) —— Hom(A1,U(1))

Por lo que

~

Ker(f) ~ Ker(Hom(A2,U(1)) — Hom(A1,U(1)))
~ Hom(Ag/A1,U(1)) =~ Hom(Ker(f),U(1))

Sea L un haz lineal sobre X. Para z € X el haz lineal t{L ® L™! tiene primera clase de Chern
cero. Identificando X = Pic?(X) tenemos la aplicacién

¢L:X—>)/(\'

x+—>t;L®L71

que es un homomorfismo (Teorema del cuadrado) y ademds serd de vital importancia en el desarrollo
de la tesis.

EL ejemplo mas estudiado de variedad abeliana estd dado en la siguiente seccion.

2.3 La Jacobiana de una curva.

Sea C' una curva de género g (curva= curva proyectiva, irreducible, no singular definida sobre C, o
equivalentemente, una superficie de Riemann compacta). Sea H°(C,w¢) el C-espacio vectorial de
dimensién g de 1-formas holomorfas sobre C. El grupo de homologia H;(C,Z) es un grupo abeliano
libre de rango 2g. Por el teorema de Stokes cada elemento v € Hy(C,Z) produce una aplicacién (a
la que también le llamaremos v) v : H*(C,wc) = C, wi— [ w.



2. Antecedentes 7

Lema 2.3.1: La aplicacion candnica Hy(C,Z) — H°(C,wc)* = Hom(H°(C,wc),C) es inyectiva.
Se sigue que Hi(C,Z) es una latiz en H°(C,wc)* vy el cociente
JC = H(C,we)*/H(C,Z)

es un toro complejo de dimensién g, llamado la Variedad Jacobiana, o simplemente, la Jacobiana de

C.

Si A={o,....,ay, B1,..., 05} es una base de H,(C,Z) tal que o;.5; = 6; y o5 =0, 3.8, =0
0 _Ig

I, 0 . Con
esta base JC' tiene una polarizacién principal. En efecto, denotemos por E a la forma alternante
en H°(C,wc)* con matriz —M respecto a la base A de H(C,wc)* considerada como un R-espacio
vectorial, la aplicacién :

para i # j, esto es, en la base A, la matriz de interseccién estd dada por M =

H: H(C,we)* x H(C,we)* — C

dada por H(u,v) = E(iu,v) + iE(u,v) define una polarizacién principal, llamada la polarizacién
canénica, en JC. Hay otra manera de definir la Variedad Jacobiana de C' mediante el grupo Pic®(C)
de haces lineales de grado cero sobre C'. El Teorema de Abel-Jacobi nos dice que hay un isomorfismo
entre Pic’(C) y JC. Via este isomorfismo, Pic®(C) adquiere estructura de Variedad principalmente
polarizada. En lo sucesivo, identificamos JC = Pic®(C) via el isomorfismo canénico.

Definicién 2.3.1: Un divisor © en JC tal que O c(0) representa la polarizacion candnica le lla-
maremos divisor theta.

2.4 Subvariedades abelianas complementarias y endomorfismos norma.

Dada una variedad abeliana principalmente polarizada (X = V/A,©), una subvariedad abeliana
YCcX (Y =W/ANW, donde W C V es un C-subespacio vectorial de V') e i : Y — X la inclusién

canonica, se tiene el siguiente diagrama:

Pixe l l(ﬁ(—)
~ 7 ~
Y — X
El exponente e(i*0) del grupo finito K (i*©) = ker¢;-o (el entero positivo e méds pequenio tal que

nx = 0 para todo = € kerg;«g), se llama exponente de la polarizacién i*© en Y. De acuerdo con
la proposicién 1.2.6 en [4] existe una tdnica isogenia ¥;+g : Y - Y tal que ¢i-e © VY=g = €(i*0)p
Y Yixe © ¢i=e = e(i*O)y donde e(i*O)p y e(i*O)y son las multiplicaciones por e(i*©) en YyY
respectivamente.

Definicién 2.4.1: Se define:

1. El exponente de la subvariedad abeliana’Y como el exponente e(i*®) de la polarizacidn inducida
en'Y y escribimos e(Y) = e(i*0O)

2. El endomorfismo norma de X asociado a' Y como Ny =i 0.0 010 g

El nombre de endomorfismo norma viene de la generalizacién de la teoria de variedades jacobianas,
de hecho, es una generalizacién de la nocién usual de un endomorfismo norma asociado a un cubri-
ente de curvas algebraicas.

Para Y subvariedad abeliana de X se cumple que Ni, = Ny y N& = e(Y), aqui ' denota
la involucién de Rosati con respecto a la polarizacién ©, esto es Ny = z;b(:)l o Ny o ¢g. Estas
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condiciones caracterizan endomorfismos norma, para ello notemos que dado el endomorfismo norma

Ny construimos el elemento
1

= —— N
e

de Endg(X) el cual satisface e, = €/, y €2 = ¢, ; en otra palabras, dada la polarizacién © en X,
asociamos a una subvariedad abeliana Y de X un idempotente simétrico €, € Endg(X). Inversa-
mente, si € es un idempotente simétrico en Endg(X), existe n € Z* tal que ne € End(X) por lo
que se define X¢ como la imagen de ne. Esta definicién no depende de la eleccién de n, por lo tanto,
a cada idempotente simétrico ¢ le asociamos una subvariedad abeliana X¢ de X.

Teorema 2.4.1: Las asignaciones ¢ : Y — e, y & : € — X son inversa una de la otra y da una
biyeccion entre el conjunto de subvariedades abelianas de X y el conjunto de idempotentes simétricos
de Endg(X).

La demostracién podemos consultarla en [4].

Observemos ahora que el conjunto de idempotentes simétricos en Endg(X) admite una involucién
candnica (¢ — 1 — ¢); la polarizacién © de X induce una involucién candnica sobre el conjunto de
subvariedades abelianas de X tal que a una subvariedad abeliana Y de X se le asocia la subvariedad
abeliana Z := X'~°v de dimensién complementaria, es decir dim Y + dim Z = dim X.

Definicién 2.4.2: Z se llama la subvariedad abeliana complementaria de'Y en X con respecto a la
polarizacion © de X.

Obviamente Y es la subvariedad abeliana complementaria de Z por lo que tiene sentido llamar par
de subvariedades abelianas complementarias respecto a la polarizacién © de X a (Y, Z).

En general los exponentes e(Y) de Y y e(Z) de Z son diferentes, sin embargo, si © es una po-
larizacién principal se tiene que e(Y) = e(Z).

Proposiciéon 2.4.1: Ny y Nz satisfacen las siguientes propiedades:
1. Ny |,=e(Y)ly
2. Ny |,=0
3. NyNz =0
4. e(Y)Nz +e(Z)Ny =e(Z)e(Y)1lx

Ver demostracién en [4].

Con lo anterior es facil ver que Z = (ker(Ny))?, donde © denota la componente conexa que contiene
al origen.

Teorema 2.4.2 (Reducibilidad de Poincaré): Sean (X,0) una variedad abeliana polarizada y
(Y, Z) un par de subariedades abelianas complementarias, entonces la aplicacién (Ny,Nz) : X —
Y x Z que a x € X le asocia (Ny(z), Nz(x)) €Y X Z es una isogenia.

Demostracién: De 4 en la proposicién 2.4.1 se tiene que ker((Ny,Nz)) C X[e(Y)e(Z)], de donde
es inmediato que ker((Ny,Nz)) es finito. Sea (y,z) € Y x Z, como Ny, Nz ye(Y)e(Z): X — X
dada por z — e(Y)e(Z)x son suprayectivas, existen x1, xo € X tales que

y = Ny(e(Y)e(Z)z1)

z=Nz(e(Y)e(Z)z2)

Sea x = e(Z)Ny (z1) + e(Y)Nz(z2), entonces
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Ny (e(Z)Ny (21) + e(Y)Nz(22)), Ny (e(Z) Ny (21) + e(Y)Nz(x2)))
e(Z)Ny (1), Nz (e(Y)x2))
= (e(Y)e(Z)Ny (x1), e(Y)e(Z) Nz(x2))

Consideremos las aplicaciones:
p: YxZ — YxZ, (y2) = (e(Z)y.e(Y)z)

c: YXxZ — X, (y,2) +— y+z

Corolario 2.4.1: La aplicacion suma o : Y X Z — X es una isogenia.
Demostracién: Tenemos que probar que o es subrayectiva y de kernel finito.

1. o es suprayectiva.

Como (o o) o (Ny,Nz) = (Ny,Nz)o(coyp) =eY)e(Z)lx y (Ny,Nz) es isogenia, la
proposicién 1.2.6 de [4] implica que o o ¢ es isogenia y por lo tanto o es sobre.

2. ker(o) es finito. Como

dim(ker(o)) = dim(Y x Z) — dim(Im(o))

= dim(Im((Ny, Nz))) — dim(X) ((Ny, Nz) es suprayectiva)
= dim(X) — dim(ker(Ny, Nz)) — dim(X)
=0 (ker(Ny, Nz) es finito)

La siguiente proposicién nos dice como se relacionan los tipos de las polarizaciones inducidas por ©
en un par de subvariedades abelianas complementarias.

Proposicién 2.4.2: Sean (Y, Z) un par de subvariedades abelianas complementarias de una var-
iedad abeliana principalmente polarizada (X,0) con dim (Y) > dim (Z) =r. Si j es la inclusion

de Z en X y la polarizacidn inducida j*(©) es de tipo (di,...,d,) entonces, para la inclusion i de
Y en X, i*(©) es de tipo (1,...,1,d1,...,d.) (Corolario 12.1.5 [{]).

———

dim Y —r

Tyurin continué con la idea de Wirtinger y Mumford de asociar a una curva una variedad abeliana
principalmente polarizada y demostré que, dada una curva C' y una correspondencia efectiva o de
la curva le podemos asociar una subvariedad abeliana de J(C) que satisfaga la ecuacién

o’ 4+ (m—-2)0—(m—-1)=0

para algin entero positivo m. Sin embargo no en todos los casos se obtiene que dicha subvariedad
sea principalmente polarizada. Kanev estudio el problema y demostré que si la correspondencia o
es simétrica y sin puntos fijos la subvariedad asociada a la curva es principalmente polarizada [2]
[3]. Estas variedades fueron llamadas variedades de Prym-Tyurin.
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Posteriormente se estudiaron los morfismos entre curvas suaves proyectivas y se definié la var-
iedad de Prym del morfismo, a saber, dadas C'y C curvas suaves proyectivas de género g¢, g > 1
y f: C — C un morfismo entre ellas, si la subvariedad abeliana complementaria P de f*J(C) en
J (C‘) es una variedad de Prym-Tyurin decimos que P es la variedad de Prym asociada al cubriente.
Mumford estudié la variedad de Prym asociada al cubriente y demostré que hay exactamente 3
tipos de cubrientes tales que P es una variedad de Prym-Tyurin, estas variedades se conocen con el
nombre de variedades de Prym Clasicas.

En general decimos que la subvariedad abeliana complementaria de f*J(C) en J(C) es la var-
iedad de Prym de f y se denota por P(f).

2.5  Variedades de Prym Clasicas.

La construccién siguiente es una recapitulacién de [9] y [4].

Sea C — C un morfismo de grado n de curvas suaves proyectivas; podemos identificar J(C)
con Pic®(C) y J(C) con Pic®(C) [4] y definir las siguientes aplicaciones :

7:C— J(C) dada por x— wel(x — xp)
7:C — J(C) dada por T — wa (T — 7))
donde o € C'y Zo € C son tales que 7(xo) = xo.

Definicién 2.5.1: Definimos la aplicacién norma Nm : J(C) — J(C) como la inducida por la
aplicacion D —— w(D) (D es un divisor en C) sobre las clases de divisores.

Observemos que al aplicar el funtor Pic® al diagrama conmutativo:

se tiene el siguiente diagrama:

7€)~ PIC((C))

La conmutatividad del diagrama (2.1) nos dice que trabajar con el diagrama (2.2) equivale a estudiar
el siguiente diagrama:

~* —

J(C) ~— J(C)
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Los morfismos 7% y 7* son isomorfismos, en efecto, si © C J(C) y © ¢ J(C) son los divisores theta
de J(C) y J(C) respectivamente, entonces

()" = —¢e
(7)™ = —de

(2.4)

donde, para D divisor sobre una variedad abeliana X, ¢p : X — X esla aplicaciéon que a z € X
le asocia t;1(D) — (D) € X; por lo tanto, podemos identificar, en lo sucesivo, J(C) con J(C).

Proposicién 2.5.1: Las aplicaciones ©* : J(C) — J(C) y Nm : J(?) — J(C) que relacio-
nan las variedades abelianas principalmente polarizadas (J(C),0) y (J(C),©) tienen las siguientes
propiedades:

1. 7 y Nm son duales una de la otra, esto es
Nm = pgom* o ¢61
T = o o Nmo ¢z
2. Nmon* =ny) donde njy es la multiplicacion por n en J(C).

Demostracién: Las propiedades en 1 se siguen del diagrama (2.3) y las ecuaciones en (2.4).

Sea D un divisor de grado cero sobre C'y « el punto que le corresponde en J(C), entonces 7~ *(D)
representa a m*(a) € J(C), lo cudl implica que (7~ (D)) representa a Nm(w*(a)) € J(C).

Como 7(m~1(D)) = nD se concluye lo esperado.

Lema 2.5.1: Si 7* : J(C) — J(C) es un homomorfismo de grado n, entonces (7*)*© = n®
(equivalencia numérica u homoldgica).

Demostracion: De la definicién de ¢,0, la proposicién 2.5.1 y el diagrama siguiente
J(C) —— J(O)

LIESOREC) be

J(C) ~=— J(C)
se tiene: . )
Pneyre = T OPpgom =geoNmogs ooy Pre
oo o Nmon* = noe

= ¢no

]
Sea Y = Im(n*) = #*J(C) y P la subvariedad abeliana complementaria de Y en J(C) respecto a
la polarizacién © entonces:

Proposicién 2.5.2: Si C — C es de grado 2 no ramificado, o sélo tiene dos puntos de ramifi-
cacidn, entonces, ¢;-p es de tipo (2,...,2).
——
dim P

Demostracion:
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1. 7 es de grado 2 y ramificado en dos puntos.

Por hipétesis m solo tiene dos puntos de ramificacién, entonces 7* es un isomorfismo con

su imagen, es decir, Y = 7*(J(C)) =~ J(C).

Como (7*)*0O es de tipo (2,...,2) la proposicién 2.4.2 implica que j*© es de tipo (2,...,2)
—— ——

dim Y dim Y

siempre que dim Y'=dim P, por ello, basta probar que dim ¥ = dim P.

En efecto dim P = dimJ(C) —dim Y = 2g, — g, = dim J(C) = dim Y, por lo que j*© es de

tipo (2,...,2).

——

dim Y

2. 7 es de grado 2 sin puntos de ramificacién.

La aplicacién 7* factoriza en una isogenia g de grado 2 y el encaje candnico 4, por lo que el
siguiente diagrama conmuta:

J(C) = J(C)
X /
2509 Y b5
bixo
' —_—
J(O) =—— | —— J(©O)
\ v /
Y
Del diagrama se sigue que (w*)*(:) =g*o i*O = 20 es de tipo (2,...,2). Como
2-...-2=x(g"0 " odg) =deg g'x(i" 0 bpg) =2-dy- ... dy, v, dy, » =2 di | diyy para

i iml?/. ..,dimY — 1, entonces d; =1y d; =2 parai=1,...,dim Y — 1. Por lo tanto i*¢g
es de tipo (1,2,...,2).
Ademsds, como dim P =2¢g,—1—dim Y =2dim Y —-1—-dim Y =dim Y —1, la proposicién
2.4.2 implica que j*O es de tipo (2,...,2).

——

dim Y —1

La proposicién anterior nos da dos de los casos en que existe la variedad de Prym asociada al
cubriente, el tercer caso consiste en un cubriente f : C — C' de curvas suaves proyectivas donde C'
es de género 2, C es una curva eliptica y f es de grado 3 con 2 puntos de ramificacién, la demostracion
estd detallada en [4].

2.6 Variedad de Prym de un par de cubrientes.

Continuando con la idea de asociar a un cubriente de curvas suaves proyectivas f : X — Y una
subvariedad abeliana de la jacobiana J(X), H. Lange y S. Recillas los estudiaron por pares, esto
es, consideraron f; : X — X;, i = 1,2 cubrientes de curvas suaves proyectivas y le asociaron una
subvariedad abeliana P(fi, f2) de J(X), ver [7] y [8].
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2.6.1 Definicién de P(f1, f2)

Sabemos que un morfismo f : X — Y de curvas suaves proyectivas de grado n induce la aplicaciéon
f*: J(Y) — J(X); se define la variedad de Prym del morfismo P(f) como la subvariedad abeliana
complementaria de f*J(Y') respecto a la polarizacién canénica de J(Y').

Observacién 2.6.1: P(f) no es necesariamente la variedad de Prym en sentido cldsico.

Proposiciéon 2.6.1: Sean f : X — Y y g :Y — Z morfismos de curvas suaves proyectivas de
grado n y m respectivamente, entonces P(f) y f*P(g) son subvariedades abelianas de P(f og) y la
aplicacion suma define una isogenia P(f) x f*P(g) — P(f og).

Demostraciéon: La aplicacién suma induce la isogenia
P(go f) x(ge f)"J(Z) = J(X).
Combinando las isogenias andlogas
fTP(g) x (g0 f)"J(Z) — f*J(Y)
P(f) x frI(Y) = J(X) (2.5)

obtenemos la isogenia
P(f) x f*P(g) x (go f)"J(Z) — J(X)

inducida por la aplicacién suma.
Como P(f) y f*P(g) son obviamente subvariedades de P(g o f) se concluye lo esperado. |

Supongamos que se tiene el siguiente diagrama de morfismos de curvas suaves proyectivas:

/\fz
\/

Proposicion 2.6.2: Sean g1 y go tales que no factorizan via un mismo morfismo Y’ — Y de grado
q > 2, entonces la variedad fy5 P(g2) es una subvariedad abeliana de la variedad de Prym P(f1).

(2.6)

Demostracion: (Por pasos)

1. f1 y f2 no factorizan via un mismo morfismo f: X — X’ .

Por la propiedad universal del producto fibrado, estudiar el diagrama (2.6) equivale a estudiar

el diagrama
PN

1 % Xl Xy X2 4> X2 (27)

N

en el que n: X — X; x, Xy denota la normalizacién y p; : X7 x, Xo — X;,i=1,2
las proyecciones.
Del diagrama (2.7), para cada L € J(X)

Ny, (f3 (L)) = Np, No(n"py (L)) = Np,p3(L) = g1 Ng, (L) (2.8)
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Observacién 2.6.2: La ltima igualdad en (2.8) se tiene de la Proposicién 6.5.8 en [1].

De aqui es facil ver que f3P(g2) C P(f1).
2. f1y f2 factorizan via un mismo morfismo f : X — X’ (caso general).

Supongamos que se tiene el diagrama siguiente:

2N
x, A e By
Y

Aplicando el paso 1 a la parte inferior del diagrama (2.9) se tiene que

(f2)"P(g2) € P(f1)

por lo tanto
fr(f2)"P(g2) C f*P(f1)-
El resultado se tiene haciendo uso de la proposicién 2.6.1 y observando que
Fr(f2)"P(g2) = (f2£)"P(g2) = 3 P(g2)

|
La polarizacién principal canénica de J(X) induce una polarizacién en P(f1) y por lo tanto para
las subvariedades abelianas complementarias Py y f3P(g2) en P(f1) la aplicacién suma induce una
isogenia de variedades abelianas polarizadas

Py x f3P(g2) — P(f1) (2.10)
Andlogamente para P y f;P(g1) subvariedades abelianas complementarias en P(f3) se tiene la
isogenia

Py x fiP(g1) — P(f2)

Como era de esperarse, tanto P; y P» tienen polarizaciones por ser subvariedades de JX, sean H;
y Hs tales polarizaciones respectivamente.

Proposicién 2.6.3: Las subvariedades abelianas polarizadas (P, Hy) y (P2, Hy) de JX coinciden.

Demostracién: Es suficiente mostrar que P; = P, ya que las polarizaciones en P; y P son inducidas
por la polarizaciéon candnica principal de JX.

Recordemos que dadas las subvariedades abelianas complementarias P; y ffP(g;) de P(fi), {4,j} C
{1,2} y dado el diagrama (2.6) la aplicacién suma induce isogenias

figiJ(Y) x ffP(g1) — fiJ(X1)
Py x f3P(g2) — P(f)
f595J(Y) x fsP(g2) —  f3J(X2)

Py x fiP(g1) — P(f2)
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de las cuales se tienen las aplicaciones

figiJ(Y) x fiP(g1) x f3P(g2) x Pr — f{J(X1) x P(f1) — J(X) 1)
2.11
[595J(Y) x f3P(g2) x fiP(g1) x P — f3J(X2) x P(f2) — J(X)

que son también isogenias.

Observando que fig7 = f5g5 v si Z denota la imagen de f{gfJ(Y) X fiP(g1) X f3P(g2) en J(X),
(2.11) se reduce a
Z x P, — J(X)

Z x Py — J(X)

Como las correspondientes descomposiciones de espacios tangentes son ortogonales con respecto a la
forma hermitiana asociada a la polarizaciéon candnica se concluye que P; y P, son el complemento
de Z en J(X). La unicidad del complemento garantiza que P; = P5. |

Definicién 2.6.1: Se define la variedad de Prym del par de cubrientes (f1, fa) como la variedad
abeliana polarizada (P, Hy) y se denota por P(f1, f2).

Lo anterior nos dice que P(f1, f2) estd bien definida para cualesquier par de cubrientes de curvas
suaves proyectivas.

Lema 2.6.1: Sean Y y Z subvariedades abelianas de una variedad abeliana X principalmente po-
larizada, supongamos que (Y1, P) y (Z1, P) son respectivamente subvariedades abelianas complemen-
tarias de'Y y Z tales que
Te(Y) Te(Yl) D Te(P)
Te(Z) = Te(Zl) @Te(P)

(2.12)

respecto a la forma hermitiana dada por la polarizacion en X, entonces
T.(YNZ)=T.(P)oW
donde W C T.(Y1 N Z1)

Demostracién: El lema se sigue de observar que W es el complemento ortogonal de T, (P) en T.(YNZ)
y las ecuaciones en (2.12) [ |

(Existe alguna relacién entre P(f1, f2) v P(fi), ¢ = 1,2 7 La respuesta la tiene la siguiente
proposicién:

Proposicién 2.6.4: P(f1, f2) = (P(f1) N P(f2))°.

Demostracién: Como

P(f1) =i f3P(g92)+ P(f1, f2)
P(f2) =i [iP(g1)+ P(f1,[2)

y las descomposiciones en espacios tangentes son ortogonales respecto a la forma hermitiana dada
por la polarizacién en J(X), del lema 2.6.1 basta probar probar que K = f{ P(g1)N f3 P(g2) es finito,
ya que de serlo, el complemento ortogonal de To(P(f1, f2)) en To(P(f1) N P(f2)) tiene dimensién 0

y por lo tanto (P(f1) N P(f2))° = P(f1, fa).
Veamos que K es finito.

P(g2) C J(X2) == [fiP(g92) C f5J(X2)
= f3P(92) N P(f2) C f3J(X2) N P(f2)
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como J(X2) =; P(f2)+ f5J(X2) y la suma es is6gena , entonces f5.J(X2) N P(f2) es finito y por lo
tanto fiP(g2) N P(f2) es finito.

Como fyP(g1) C P(f2), entonces

JiP(g1) N f3P(g2) C P(f2) N f3P(g2)

por lo tanto K es finito. |

2.6.2 La dimension de P(fy, f2).

En esta seccién mencionaremos algunos de los resultados recientes que hemos estudiado y que se
pretenden generalizar para tres cubrientes.

Para cualesquiera f morfismo de curvas suaves proyectivas, denotemos por wy el grado de rami-
ficacién del divisor de f, entonces para d; = deg(g1) = deg(fa2) v do = deg(g2) = deg(f1), usando la
férmula de Riemann-Hurwitz, se tienen las ecuaciones

1

gx = L+da(gy, — 1)+ 5Wh (2.13)
0x = 1+ di(gy, — 1)+ 5o, (2.14)
Ix, = 1+di(g, — 1)+ %wgl (2.15)
gx, = L +da(g, — 1)+ %wgz (2.16)

que seran de gran utilidad en la demostracién de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.6.5: dim P(f1, f2) = (dy — 1)(d2 — 1)(gy — 1) + 3wy, + (do — 1wy, — wg,)

Demostracién: De (2.10) y haciendo f = f1 y Y = X en (2.5) se tienen las ecuaciones

y dim Py +  dim fgp(gz) = dim P(f1) (2.17)
im P(f1) + dim ffJ(Xy) = dim J(X)
Combinando las ecuaciones en (2.17) se tiene que

dim Py = dim P(f1) —dim f3P(g2) = g — 9x, + 9y — 9x, (2.18)
Sustituyendo (2.13), (2.15) y (2.16) en (2.18) se concluye lo esperado. |

Utilizando la ecuacién (2.14) en lugar de la (2.13) en la demostracién de la proposicién anterior
se tiene un resultado similar, a saber

dim P(fi, f2) = (d = )(dz ~ Doy 1)+ 5(0p, —wg + (i =~ D) (219)
De la proposicién 2.6.5 y (2.19) es facil ver que
W —wp, = diwg, — dawg, (2.20)
Haciendo lo andlogo a lo anterior para las ecuaciones

9x = 1+ dldQ(gY - 1) + %wglfl
(2.21)
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se tienen los resultados siguientes

dim P(f1, f2) = (d1 — 1)(d2 — 1)(g, — 1) + 5 (wg, p, — wg, — wg,)

dim P(flafZ) = (dl - 1)(d2 - 1)(gy - 1) + %(w92f2 — Wgy 7(“)92)

(2.22)

de los cuales se tiene que

Woifr = Wyafy = Wy T+ degl =wp, + dlwgz (2'23)

2.6.3 Restriccion de la polarizacion candnica a P(f1, f2)

Sea (X, L) una variedad abeliana polarizada sobre un campo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero. Recordemos que

1.
2.
3.

K (L) denota el kernel del homomorfismo ¢, : X — X.
L es de tipo (dy,...,dy) siy sdlo si K(L) ~ (Z/d1Z x ... x Z]d,Z)*

Dada la subvariedad abeliana A de X con encaje canénico ¢, : A — X la subvariedad abeliana
complementaria de A se denota por P = ker(io¢a : X — A)? = (ker(Na))°.

. Si L es una polarizacién principal K(Ly) ~ K(Lz) ~ YNZ donde Ly y Lz son las restricciones

de L a A y P respectivamente.
Si L no es una polarizacién principal

|K(Ly)| - |[K(Lz)| = [Y N Z* - |[K(L)] (2.24)
[K(Ly)| = [K(L)nY]|- Y nZ| (2.25)

y ademas las sucesiones

0 K(L)NZ —~ K(Ly)

Ynz

0 (2.26)

0 YNZ —— K(Ly) — K(L)NZ
donde i es la inclusién, son exactas [5].

Dado f : X — Y morfismo de curvas suaves proyectivas de grado n la subvariedad abeliana
complementaria P(f) de f*J(Y) es la componente conexa que contiene al cero del ker(Ny :

J(X) = J(Y)).

f* es inyectiva si y sélo si f no factoriza via una cubriente ciclico no ramificado . Si éste es el
caso entonces ker(Ny) es conexo.

Si f es ciclico y no ramificado entonces ker (f*)=(n) donde n # 0 € J(Y)[n].

Dado el diagrama (2.6), si g1 y g2 no factorizan via un mismo cubriente Y’ — Y de grado
q > 2 se define la variedad de Prym P(fi, f2) asociada al par de cubrientes (f1, f2).

Supongamos que se tiene el diagrama conmutativo de morfismos finitos de curvas suaves proyectivas:

X
N\
X3 Xa
A
P!

con las siguientes propiedades:
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1. g1 ¥ g2 no factorizan via un mismo cubriente Y/ — Y de grado ¢ > 2 .
2. X es la normalizacién del producto cartesiano X7 xXp1 Xs.

3. g1y g2 son de grados dy > 2 y dy > 2 respectivamente y ademds m.c.d.(dy, d2) = 1.
4. X7 y X5 tienen género 9x, 21V gy, = 1 respectivamente.

5. f1y f2 no factorizan via un cubriente ciclico étale de grado mayor o igual a dos.

Bajo estas condiciones se tiene la siguiente

Proposicién 2.6.6: Sea © la polarizacién candnica de J(X) y denotemos por

L:=0O1pi),  Lgree) =Llgre)=O e ¥ Leis) =L lp(h,p)=© [P 1)

entonces

K(LP(fhfz)) = K(L) @ K(LfQ*P(gz))

Demostracién: Por hipétesis g, >1,d; > 2y fi no factoriza via un cubriente ciclico etale de grado

mayor o igual a dos, entonces r; = dim(P(f;)) > dim(f}J(X;)) i = 1,2y f es inyectiva i = 1,2

por lo tanto de la proposicién (2.4.2) y dado que (f;)*© es de tipo (d;, ..., d;) se tiene lo siguiente :
——

Iy,

Ly Ly p(g,) son de tipo (1,...,1,da,...,d2) ¥ (d1,...,d1) y de exponentes d; y da respectivamente;
—_—— —— —_——

=gy, 9x, 9x,
esto ltimo se tiene al observar que P(g2) = J(Xz). Ahora bien, como m.c.d.(|K (L), |K (L s p(g,))]) =
1 de (2.26) en 5 se tiene que K (L) N f5(g2)P = 0 por lo que 5 implica que

|K(Lps,,)) = [K(D)] - |K(Lgz pgy)l

por lo tanto se concluye lo esperado. ]

Observacion 2.6.3: La proposicion 2.6.6 también se cumple si f1 y fo factorizan via un cubriente
étale de grado mayor o igual a dos. Proposicion 3.1 en [7].

La proposiciéon anterior nos da condiciones bajo las cuales se conoce el tipo de la polarizacion de

P(f1, f2) dicho tipo al suponer que g, > g, es: ( 1,...,1 ,da,...,da,d1da,..., dids).
——— —_——— ——— ——
Ix~29x, =9x, 9Ix; Ix, 9x,
De aqui es facil ver que si g, = g, entonces P(f1, f2) es de tipo (1,...,1,d1dy,...,d1dz), por
—_—— Y——
9x —39x, 9x,

lo que P(f1,f2) es de Prym-Tyurin de exponente didz en J(X) siy sdlo si g, —3g,, = 0y

dim P(flva) =9x —9x, —9x, = 9x,-

Supongamos ahora que fs es ciclico étale, entonces Ly p(,,) es de tipo (1,dq,...,dy), por lo tanto
—_———

9x, 1

la proposicién 2.6.6 implica que Lp(y, 1,) es de tipo

( 1,...,1 do,...,dy,dyds,... dids)
N—— —_——— —-o——
Ix =29x, ~9x, Ix, ~9Ix,t1 Ix, 1

siempre que g, > gy, — 1. Si suponemos ademads que g, = g, — 1 se tiene que Lpy, r,) es de
tipo
( 1,...,1 ,dids,...,d1ds)
—_—— —— —

Ix 739)(2 +2 9x,
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Por lo tanto P(f1, f2) es de Prym-Tyurin de exponente dida en J(X) si y sélo si g, —3g,, +2=0
y dim P(f1, f2) = g, La férmula de Riemann-Hurwitz implica, para fa

9x = dl(gX2 - 1) +1

por lo tanto

Ix =395, T2=0&di(gy, = 1) +1-3g,, +2=0¢ (d1 —3)(95, —1) =0 d1 = 3.

Lo anterior prueba las proposiciones siguientes:

Proposicién 2.6.7: Bajo las condiciones de la proposicion 2.6.6 P(f1, f2) es de Prym-Tyurin de
exponente didy en J(X) siy solo si dim P(f1, fa) = gx, = gx, -

Proposicién 2.6.8: Sien las condiciones de la proposicion 2.6.6 fo es ciclico étale entonces P(f1, f2)
es de Prym-Tyurin de exponente didy en J(X) si y sdlo si dim P(f1, f2) = g5, =gy, —1 yd1 = 3.



3. LA VARIEDAD P(L,, L, L;)

Durante el estudio del diagrama (1.1) en busca de la definicién de la variedad de Prym de 3
cubrientes nos encontramos con una variedad muy especial a la cual le calculamos el tipo de la
polarizacién inducida por la polarizacién principal de J(Xi23).

3.1 Definicion de P(ly,ls,13)

Dado el diagrama (1.1) consideremos la siguiente versién del mismo

X123
I
X1 Xo X3 (3.1)
s
Y

Aplicando los resultados de variedades de Prym de pares de cubrientes , asi como también la
proposicién (2.6.4) a los diagramas

X123 X123 X123

SN N N
\/ \/ \/

para {i,j} C {1,2,3}, tenemos la siguiente informacién:

(3.2)

P(l;) =i 5 P(g;) + P(li,15)
P(l;) =i 17 P(g:) + P(li, 1) (3.3)
P(l;) N P(l;) = P(li, ;) + Kij

donde Kj;; es un conjunto finito.

Sea {i,7,k} = {1,2,3} entonces las ecuaciones anteriores y el lema 2.6.1 implican
P(l) N P(l2) N P(ls) = P(li, ;) N P(li, k) 4+ K
donde Kjj i, es un conjunto finito, por lo tanto

(P(l) N P(lo) N P(13)" = (P(l;,1;) N P(l;, 1x))° (3.4)
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iSerd P = (P(l1) N P(l2) N P(13))° el complemento de I P(g;) en P(l;,1))?
Con el fin de responder esta pregunta observemos que de (3.3)
li P(g:) € P(l5) y 17 P(gi) € P(lk)
entonces I} P(g;) C (P(l;) N P(lx))° = P(l;, ).
Sea P; el complemento de la subvariedad abeliana I} P(g;) en P(l;,11), esto es:
P(lj, k) =i ;P(9:) + Pi (3.5)
Por definiciéon de variedades de Prym, la aplicacién suma induce isogenias

I3J(X1) x 15P(g2) x I3P(g3) x Py — 17J(X1) x I5P(g2) x P(ly,12)
— 7 J(X1) x P(ly) — J(X123)

ZTJ(Xl) X Z§P<g3) X l;P(gg) X P2 — lTJ(Xl) X l;P(gg) X P(ll,lg)
— lTJ(Xl) X P(ll) — J(Xlgg)

por lo tanto, si Z denota la imagen of I5.J(X1) x I5P(g2) x I5P(g3) en J(X) la aplicacién suma nos
da isogenias

7 X P3 — J(Xud) y 7 % Pg — J(X123)
ahora, como las descomposiciones de los espacios tangentes correspondientes son ortogonales respecto

a la forma hermitiana asociada a la polarizacién canénica de J(Xj23) se tiene que P; = P5. De
manera analoga las isogenias

l;J(Xg) X ZTP(!h) X l;P(gg) X PQ — l;J(Xg) X ZTP(gl) X P(lhlg)
— 13J(X3) x P(l3) — J(X123)

I3J(X3) x 15P(g2) x [T P(g1) x Py — 13J(X3) x I5P(g2) x P(la,13)

— 13J(X3) x P(l3) — J(X123)

implican que P; = P, y por lo tanto P, = P, = Ps.

Sea P, = P(ly,ls,13) entonces (3.5) se reescribe como sigue
P(l, k) =i 17 P(g:) + P(l, 12, I3) (3.6)
De (3.6) y el lema 2.6.1 se sigue que
P(l1, 1o, 13) =i (P(li, ;) N P(li, 1))°
por lo tanto de (3.4) se concluye que
P =P(ly,la,13)

De lo anterior se tiene la siguiente

Definicién 3.1.1: Se define la variedad (P(ly,13,13), H) como la subvariedad abeliana complemen-
taria de I¥ P(g;) en P(l;,1;) donde H es la polarizacién inducida por la polarizacién candnica prin-

cz'pal L de J(X123) en P(ll,lg,lg).
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Observacion 3.1.1: Esta definicion es vdlida para el diagrama

X
IO
X X, X;

\ lgz
g1 g3
Y

cuando X factoriza por X123 y se tienen las condiciones del diagrama (1.1)

Proposicién 3.1.1: 51 X = Xy x, Xox, X3, deg g; = d; ywgy, ywy, denota el grado de ramificacion
de g; y l; respectivamente, entonces

dim P(ll,lg,lg) = [dldgdg — (d1 +dy + d3) + 2] [gy — 1]

1
+ i[wlq‘, — Wg; — Wy, + (djdk - ]‘)wgi]
donde i #j #k y{k,j,i} C {1,2,3}.

Demostracién: La igualdad se obtiene de las ecuaciones siguientes:

dim P(l1,l2,13) = 9 — gx, — 9x, = Ix, + 29y

1
« = 1+ didods(g, — 1) + §(dz‘dngk + wyy)
1

5%Wgi

Ix; :1+di(gy_1)+2

3.2 La polarizacion de P(ly, 1)

Los resultados que se tienen para calcular el tipo de la polarizacién de la variedad de Prym de un par
de cubrientes P(f1, f2) son vélidos tnicamente cuando el m.c.d.(e(f3P(gz)),e(P(f1))) = 1. Para
calcular el tipo de las polarizaciones de las variedades de Prym asociadas a los diagramas

X923 X193 X123

O N N
\/ \/ \/

donde el grado de I; = hf o hi;j = h¥ o hyy, es djdy para i # j # k 'y {i,4,k} = {1,2,3}, no podemos
usar dichos resultados ya que m.c.d.(e(l; P(g;)), e(P(li))) = di.

Proposicién 3.2.1: Sea f : C; — Cy un morfismo de grado d de curvas suaves proyectivas y Z
una subvariedad abeliana de (J(Cs),O2). Si Oz |, es de tipo (di,...,ds) entonces ©1 s de tipo
(ddy,...,dds).

f*z
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Demostracién: Considere el diagrama

7z J(Cs) J(C1)
Y‘GQ (i%
(i) e 7~ J(Cy) e o,
% d\‘ N
~ i — f* —
Z J(Cs) J(C1)

Sea i; la inclusién de f*Z en J(C1), entonces

Proposiciéon 3.2.2: Sea h: X — X5 un morfismo de grado ds de curvas suaves proyectivas. St Z

es la subvariedad abeliana complementaria de P(f1, f2) en J(X12) entonces P(l1,12) es la subvariedad
abeliana complementaria de h*(Z) en J(X).

A

\/

Demostracion: Considere el diagrama

Por definicién de variedades de Prym

J(Xi2) =i (f1)"J(X1) + (f2)"P(g2) + P(f1, f2) (3.7)
J(X) =i I1J(X1) + 15P(g2) + P(la,l2). (3.8)

De (3.7) se sigue que Z =; (f1)*J(X1) + (f2)*P(g2) y por lo tanto, como
h*(Z) =i h*(f1)"J(X1) + h*(f2)"P(g2) =i 11 J(X1) + 15P(g2)

la ecuacién (3.8) implica el resultado. [ |

Proposicion 3.2.3: 5i ] y I7 son inyectivas entonces Lp(, ;) es de tipo

(1,01 ... di, didy,. .., didi, did;dy, . .., did;dy,)

Ix 72(9Xi +9Xj) 9x, Ix; ~9x

i gXi



3. La variedad P(l1,l2,13) 24

Demostracién: Dado el diagrama conmutativo

X123

(3.9)

si LY es la polarizacién canénica principal de J (Xij) la Proposicién 2.4.2 y el Lema 2.5.1 implican

ij i . .
L(h;)*P(gj) es de tipo (diy...,d;) (3.10)
9x,
LY y es de tipo (1,...,1,d,,...,d;) (3.11)
P(hi)
Ix

Como m.c.d.(d;,d;) = 1, la Proposicién 3.1 de [7] implica que L“ , s de tipo

P(hi,h;:
( 1,...,1 ,di,...,di,didj,...,didj) si quz ngj, (312)
N—— —_— ————— ’
Ix,;; 79x,; 729xj Ix; 79x, 9x,

ademds si Z es la subvariedad abeliana complementaria de P(h?,h%) en J(X;;), el corolario 12.1.5

- LA
de [4] implica que LY es de tipo
(1,...,1,d;,...,d;, didy, . .., d;d;) (3.13)
Ix; Ix; 79x; 9x,;

luego la proposicién (3.2.1) implica que Lh;jz es de tipo

(di, ..., di,didg, ..., didy, didjdy, . . ., did;dy) (3.14)

—_———

Ix; Ix; 79x; 9x,

por lo tanto, la proposicién (3.2.2) y el corolario 12.1.5 de [4] implican el resultado. |

3.3 La polarizacion de P(ly,ls,l3).

En la seccién anterior calculamos el tipo de la polarizacién inducida por la polarizacién de J(X;23)
en P(l;,1;), esta polarizacién nos permitira calcular el tipo de la polarizacién de P(ly, 12, 13).

Ahora supongamos que g, < g, < gy, y m.c.d.(d;,d;) = 1, entonces de (2.24) se tienen las
siguientes ecuaciones

IK (L ia,05)| - K (Liz )| = [Py, 12, 13) N EP(g1) ] - K (L)) (3.15)

IK (L ia,05))| - K (Lig pigo))| = [P(l1,12,13) N 15 P(g2) [ - [ K (Lpy )] (3.16)

IK (L 1a,05))| - K (Liz pige))| = [P(l1, 12, 13) N 15P(g3)|* - [ K (Lpy )] (3.17)
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Como
de (3.10), 2 y (3.2.1) K (Li: pigyy)| = (dydi) % (3.18)
2(9x. t9x.) 295 2
de (3.2.3) y 2 K (Lpa)| =dy 0 d, ™ 4% (3.19)

despejando |K (Lp, 1,,15))| en (3.16) y sustituyendo en (3.17) se tiene que

29«
. dy .
P11, 12, 13) N 15P(g2)| = ———a 2, * [P 12, 15) N 15P(gs)] (3.20)
dl X3 Xo d2 X3

Nuevamente, despejando |K(Lp(, i,,,))| en (3.15) y sustituyendo en (3.16) y posteriormente en
(3.17) se tiene que

29
* d ' *
[P(l1 b2, 1) N1 P(g1)] = —5- _ng Tage [Ptz 1) N5 P(g2)] (3.21)
d3 2 1 dl 2
&
|P(l, 12, 13) N7 P(g1)] = 2ox _ng T 29 | P(l1, 12, 13) N I5P(g3)] (3.22)
d2 3 1 dl 3

Como |P(l1,12,l3) N15P(g2)| € ZT y m.c.d.(d;, d;) = 1 de (3.20) se tiene que

2(9x, —9x,) 29x,

‘P(ll, lg, l3) n l;P(93)| = a3d1 d2 as € /s (323)

Usando el argumento anterior en (3.21) y (3.22) obtenemoslo siguiente

2 — 2

P(1y, 1o, 13) N IEP(gs)| = asd, X2 9x1) g2 as € ZF (3.24)
2 — 2

P, 1o, I5) N B P(gs)] = ard. s~ g2 a1 €ZT 3.25
3 2 1

Sustituyendo (3.23) en (3.20), (3.24) en (3.21) y (3.25) en (3.22) se tienen las ecuaciones

2
P(ly, 1o, 13) N3P (go)| = asdy ™ 3.26
3
* 2‘9 1
|P(ll,lg,lg) n Z1P(91)| = CL2d2 X (327)
* 2‘9 1
|P(I1,12,13) N 1T P(q1)| = aidy (3.28)
Por lo tanto
2 — 2 2 — 2
de (3.25) y (3.23) agd X TIx) Rxg _ o B0 xR0, (3.29)
2 2 — 2
de (3.26) y (3.24) a3de% = agds X 79X g% (3.30)
2 2
de (3.27) y (3.28) asdy Xt = aydy ¥ (3.31)

Resolviendo para a1, as y as se tiene que

2 2 2
a, = cd2gx1 as = ccl?,gx1 y as = ccllgx2 donde c € Z*. (3.32)
lo anterior implica que
|P(l1,12,13) NI P(g;)| = c(djdk)ZgXi para {i,j,k} = {1,2,3} (3.33)

La ecuacién (2.25) implica

| K (Liz pgs))| = [K(Lpa, 1,)) N3P(g3)| - [P (L1, 12,13) N3P (g3)| (3.34)
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entonces, sustituyendo (3.33) para i = 3 en (3.34), se concluye que ¢ = 1 y por lo tanto

2(9x,+9x.) 2095 +9x.) 2(9x, +9x. )
2 3 1 3 1 2

2
de (3.17) (K (Lp(, 15,05)] = d4 dy ds (3.35)
[K(Lp(, 1)) N13P(g3)] =1 (3.36)
de (3.33) |P(ly, 19, 13) N IE P(g;)| = (djd) % (3.37)

Observacién 3.3.1: |K(Lpg, ;) N1 P(gk)| =1

Supongamos que se tiene en siguiente diagrama conmutativo

X
lh

h Xag \®

A l fQ\Q (3.38)
X, X5

N

Pl
donde el grado de h es di v (I;)* = (f:h)* es inyectivo.

La idea es calcular el tipo de la polarizacién inducida por L en P(ly,ls,13) utilizando (3.35).

Como
J(Xa23) =i f1J(X1) + f3P(g2) + f5P(g3) + P(f1, f2, f5)
J(X) =i [J(X1) +15P(g2) + 13P(g3) + P(l1, 12, l3)
Del diagrama (3.38) es claro que si Z = f;J(X1)+ f3 P(g2)+ f5 P(gs) entonces h*Z es la subvariedad

abeliana complementaria de P(l1,l2,13) en J(X), por lo tanto si L'?3 es la polarizacién canénica de
J(X123) y L}f(?}l Farfs) ©S de tipo (ay,...,as) entonces L1?* es de tipo

( 1,...,1 JA1y ..y Q)
——
gxl +gX2 +9X3 —Qs
La proposicién (3.2.1) implica que Ly« z es de tipo
(dk7 [N ,dk, dkal, ey dkas)
entonces se concluye que

2(9x, +9x, T9x,)

|K(LP(11712J3))| =d, (ap----- a8)2 (3.39)
_ di(gx1 +9x, +9X3)df(gx2 +9X3)aé(gx1 +9X3)d§(yxl +9x,)
Observe que dado el diagrama (3.1) se tienen los siguientes resultados:
de (3.18) y (3.19) |K(Lp@y,12,05))| = K (L@, i) - K (Liz pgiy)| (3.40)
de (2:25), (337), (3.35) ¥ (318) K (Lpq,0)) N Ptz ls)| = K (Lpg,i,)| (3.41)
de (3.36) y (2.27) K(Lix p(g,)) = U P(gx) 0 P(la, 2, 13) (3.42)
de (2.27) y (3.42) K(Lix pg,)) € K(Lp(, iy.15)) (3.43)
de (2.26) y (3.41) K(Lpg, ;) C K(Lp, is,15)) (3.44)

De (3.40), (3.43), (3.44) y la observacién 3.3.1 se tiene la siguiente
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Proposicién 3.3.1: K(LP(ll,lg,lg)) = K(LP(li,lj)) D K(lep(gk)>

Como m.c.d.(d;, dj) =1, si X = X123 la proposicién 3.3.1 implica que Lp(, i,.1,) es de tipo

( 1,...,1 yd1, ..., dy,dida, ... dida, didads, . . . didads) (3.45)
—— ——
Ix ~9x; —2(9x, T9x,)  Ix, 79x, 9Ix5 " Ix, 9x, T9x,

Dado el diagrama (3.38), la proposicién 3.2.1y (3.45) implican que Lp, 1, ,) €s de tipo

( 1,...,1 dk,...,dk,dkdl,...,dkdl,dkdldg,...,dkdldg,dkdldgdg,...,dkdldgdg)
~—— —_———
Ix *2(9)(1 +9x, +9X3) Ix, Ix5 7 9x, Ix5 " 9Ix, 9x, T9x,

por lo que en este caso es evidente que no pueden haber variedades de Prym-Tyurin ya de haberlas
se tendria que g, = 0 lo cual no es posible.

Por lo tanto, bajo las hipdtesis de la definicién 3.1.1, si X = X903, m.c.d.(d;,d;) = 1, Ix, = 9x, =
9x, = 9o Y gx = Dgo, entonces P(ly,12,13) es Prym-Tyurin de exponente dyjdads en J(X). Sin
embargo obtener una Prym-Tyurin de éste modo tampoco es posible ya que g, > 5go.



4. LA VARIEDAD P(Li,...,Ly)

En el capitulo anterior se definif la variedad P(ly,ls,13) para 3 cubrientes; ;Se puede generalizar
la definicién a n cubrientes? La respuesta es si.

4.1 Definicion de P(ly,...,1,)
Sean l; : X1., — X;yg;: X; = Y parai =1,...,n morfismos de curvas suaves proyectivas tales

que g; y g; no factorizan via un morfismo Y% — Y de grado d > 2 y supongamos que se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

/ ln\

Definicién 4.1.1: Se define la variedad (P(ly,...,l,),H) como la subvariedad abeliana comple-
mentaria de I P(g;) en P(ly,...,li—1,lit1,...,1n), donde H es la polarizacion inducida por la po-
larizacion candnica principal L de J(X1. 5) en P(ly,... 1y).
Veamos por induccién sobre n que P(ly,...,1,) estd bien definida.
En la seccién 2 se probé que P(ly,ls,13) estd bien definida.
Supongamos que P(l,...,lx—1) estd bien definida, es decir

P(ll, coslicy ligry e lkfl) =; Z:P(gl) + P(ll, ceey lkrfl) (42)
Sea P; la subvariedad abeliana complementaria de I P(g;) en P(ly,...,li—1,li+1,-..,lk) esto es

P(ly, ol b, k) =i 17 P(gi) + P (4.3)

Es suficiente mostrar que Py = --- = Py.

Sea {i,j} C {1,....,k} yme {1,....k}\ {i,5}. Sea {i1,...,ix} ={1,...,k} con iy =m, ix_1 =1
Y ik =J.

Por hipétesis de induccién se tienen las isogenias

Z:IJ(X“) X l;P(gw) - X l;kk R (gikfz) X P(Z’ila .. "likfz) — ...
— 17 J(X4,) X P(gs,) — J(X1..m) (4.4)
ademds, si A =17 J(X;,) x I, P(gi,) x -~ <15, P(gi,_,) de (4.4) y (4.2) se tienen las isogenias
A x l:k 1 (gik—l) X P(liu . '7lik—2’lik 1) - Axp(lilv' . ’lik—Q) o l;'kl‘](Xh) X P(gil) - J(Xl-un)

AXl:kP(gzk) XP(lil,... lzk 2 k)ﬂAXP( 21>-~~7lik,2)*)"'HZZJ(XM) XP(ng)HJ(Xln)
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Sean

A1 =Ax l;'kk_lp(gik—l) X P(lil, .. '7lik—2vlik—1)

A2 =Ax l;kkP(ng) X P(lil, . alikfzalik)
entonces por definicién de variedades de Prym y (4.3) se tienen las isogenias

Ax i P(gi,_,) x1; P(gi,) X Py, = Ay — -+ = 17 J(Xi,) x P(gi,) = J(X1...n)

1k—1

A x l;kkp(gzk) x ¥ P(gik—l) X Pz

Tk—1

— Ay — ..._>l;‘1J(Xi1) xP(gil) — J(X1...n)

k—1

Luego, si Z denota la imagen de A x I3, P(gi,_,) <7 P(g:,) en J(X1..») la aplicaciéon suma induce
las isogenias

ZxP;,_, — J(X1.n) y Z X P, — J(X1.n) (4.5)
Como las descomposiciones de los espacios tangentes correspondientes son ortogonales con respecto
a la forma hermitiana asociada a la polarizacién candnica de J(X;. ,) se concluye que P;,_, = P;,,
lo cual implica P, = P; Vi#j€{l,...,k} y por lo tanto P, = --- = P.

Proposicién 4.1.1: P(ly,...,1,) = (P(ly)N---N P(1,))°

Demostracién: (Por induccién sobre n)
Supongamos que la afirmacion es valida para n = k — 1, es decir:

Ply)n---NP(lg—1) =Pll1,l)N--- NP1, lp—1) + K donde K es un conjunto finito
P(ly,....l_1)+ K' = P(ly,l) NN P(ly, lk—1) donde K’ es un conjunto finito

Por hipétesis de induccion se tienen las ecuaciones:

P() N+ N Ple_s) N Pl) = Py, 1) N -+ N Py, lp—o) N P(ly, Is) + K>

4.6
P(ll)ﬂ---ﬂP(lk_l):P(ll,lz)ﬂ---ﬁP(ll,lk_l)+K1 ( )
F)(ll7 - ,lkfl) + K{ = P(ll,lg) NN P(lhlk,l) (4 7)
P(ly, ... l_2,lx) + Kb = P(ly,l2) N+ -0 P(ly, lg_2) N P(ly, 1) )

Del lema 2.6.1 y las ecuaciones en (4.6) y (4.7) respectivamente se sigue
P(ll, R 7lk)—l) N P(ll, - ,lk_g,lk) + K = P(ll,lg) n---N P(ll,lk) (48)
Ply)n---NnP() =P(y,l)n--- NP, lk)+ K (4.9)

ademas, por definicién

P(ll,...,lkfl) =, l;;P(gk)—l—P(ll,,lk) (4 10)

P(llv sy lk*%lk) =i ZZ—lp(gkfl) + P(lla ERE) lk)
entonces del lema 2.6.1 y (4.10)

P(ly,..., k) = (P(y,...,lu_1) N P(ly, .o Lo, 1))
de (4.8) = (P(ly, 1) NN Py, 1i))°
de (4.9) = (P(l)N---NP))°
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Observacion 4.1.1: Esta definicion es vdlida para el diagrama
,// "1\\
g2 9n-1
In
cuando X factoriza por X1, y se tienen las condiciones del diagrama (4.1).
Proposicién 4.1.2:
dim P(ly,...,lp)=[d1-dp—(d1+ - +dn)+ (n—1)][gy, — 1]
1
wy; — ngj + (H dj — 1)wgi]'
j#i j#i
Demostracién: La igualdad se obtiene de las ecuaciones siguientes:
dim P(ly,...,ln) =gy —9gx, = —9x, +(n—1)g,
1
g5 =1 di e dalgy = 1)+ 5([Jwo + 1)
J#i
1
9x, =1+ di(gY 1) + iwgz‘
|

4.2 La polarizacién de P(ly, ... 1l,)
Bajo las condiciones de la definicién 4.1 se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 4.2.1: Sea h : X — X152, ., un morfismo de curvas suaves proyectivas de grado dy 1
Si Z es la subvariedad abeliana complementaria de P(f1,..., fn) en J(X12. ) entonces P(ly,... 1)
es la subvariedad abeliana complementaria de h*(Z) en J(X).

Demostracién: Dado el diagrama:

por definicién de variedades de Prym se tiene que

J(Xz.n) =i fTT(X1) + f3P(g2) + -+ [oP(gn) + P(f1,--- 5 fn) (4.11)
J(X) =i 5T (X1) +15P(g2) + -+ + 1, P(gn) + Plly, -+, 1n) (4.12)
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De (4.11) se tiene que Z = f7J(X1) + f3P(g92) + -+ + [ P(gn) entonces
h'(Z) = " f1J(X1) + h* f5 P(g2) + - - + h* [, P(gn)-
El resultado se sigue de (4.12). [ |

Proposicién 4.2.2: Bajo las condiciones de la definicion (4.1.1). Si Iy, < - < gy, X =
X1 x - x X, ydeg (g;) =d; es tal que m.c.d.(d;,d;) =1 entonces

(9x, ttox,) d2(9X1 totgx,  Fox, Totex,)
i e

2
|K(Lpq,,..1))| = d;

gy, +tax )
dp, T (g13)

Demostracién: (Por induccién sobre n.)
Supongamos que la afirmacion es valida para n = k — 1, entonces, dado el diagrama

se tiene
2(g g+t ) 29y +otgy gy et )
\K(Lp(sy.o )] = dy P TTIxe)  n TTIR x T
2(9x, ++ax, )
-d, " Te-2T(4.14)
ea Z la subvariedad abeliana complementaria de 1.+, fk—1)en 12...(k—1)), Por la proposicién
Sea Z la subvariedad abeli 1 ia de P J( X2, .(k—1) 1
(4.2.1) se tiene que h*Z es la subvariedad abeliana complementaria de P(ly,...,l;—1) in J(X). Si
L12--(k=1) eg1a polarizacién canénica de J(Xi2..(b—1)) ¥ L}f(’]}l(f:}Ll) es de tipo (aq, ..., a,) entonces
LIZQ'“(k_l) es de tipo ( 1,...,1 ,a1,...,a.). Por lo tanto, la proposicién (3.2.1) implica que
———
9x, +...+ng_177‘
Ly~ z es de tipo (dg, .. .,dg,dyay,. .., dga,) lo cual implica que Lp, ..., _,) es de tipo
(1,...,1,dg,...,dg,dgas,...,dra,). Por hipétesis de induccién se concluye que
2(9x, oy, )
(K (Lpay,.pe) = dy UK (Lp(g )] (4.15)
Como P = P(ly,...,l;) es la subvariedad abeliana complementaria de [* P(g;) en
P,=P(ly,...,li—1,lix1,- .., k) i=1,...,k se tiene lo siguiente
K (Lp)| - K (L peg)| = [P O P(gi) |- |K (Lp,) i=1,... k-1 4.16
|K(Lp)| - |K (Liz pgy)l = 1P N 1P (g) P - |K(Lp,)| (4.17)
Despejando K (L p(g,)) en (4.16) y sustituyendo en (4.17) se tiene que
. dy - di_qdisq -+ dy,) 29 i}
P P(g)| = — b ()
(dy - di_ydidigy - - - di—1)>?%x
> (4.18)
d,x
= = e S [POP(o)
d; " (dy - diqdigy e dpy) X TING
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por lo tanto
" 29 -
P OGP = aidy ™ (dy - diadigs - dy1)20% 9% (4.19)
donde a; € Zt.

Lema 4.2.1: a; =c (dg---- - dj—1)?9%1 .

Demostracién: Comparando las ecuaciones obtenidas al sustituir ¢ = 1,2 en (4.19) se tiene que

(d3 Ce .dk_l)Q(gxz —9x,) 29
ai - P) -d 2 = ag
9%,
dy
2gX1 +
por lo tanto a; = c1d, donde ¢; € ZT.
Supongamos que a3 = ¢5—1 (dg - -+ - ds)zgxl para 2 < s < k — 1. De la hipotesis de induccién
y la ecuacién (4.19), para i = s + 1 se tiene que
2 2 -
(dy--+--dy) IXst1 (dsyo -+ dk+1) ('qxs+1 9x,)
Cs—1" 29 = G
d.
s+1
2gX T
entonces ¢s_1 = c,d, ' para alguna cs, € Z™T, por lo que
2 2
a; = Cs_l(dQ e ds) Ix1 = CS(dQ . d5+1) 9%, .
El lema se sigue de sustituir s = k — 2 en la ecuacién anterior. |

Sustituyendo a1 en el polinomio que se obtiene al sustituir i = 1 en (4.19) se tiene que
[P LPge)| =c(dy- - di—1) "% (4.20)
Como |K (L p(gy))| = [K(Lp,) Nz P(gk)| - |P N1 P(gr)| entonces ¢ =1y por lo tanto

[P OIP(gr)| = (dy -+ di—1) 7% (4.21)
La afirmacion se sigue de sustituir (4.21) en (4.17). [ |

Corolario 4.2.1: Sih :— X2, es un morfismo de curvas suaves proyectivas de grado dy, entonces

2is19x, - 2025 9x,)
|K(Lpq,,...))| = dy, 1EX 'Hdi #i9x;
i=1
Corolario 4.2.2: |K(Lpq,,...1,))| = [K(Lpa,,...ti_ytivr.t) 1K (Lizpg)]
Corolario 4.2.3: |P(l1,...,l,) NIFP(g:)| = (di -+ - dimadigr -+ - d,)2%:
Corolario 4.2.4: K (L;;p(g,)) = P(l1, -, 1n) N 17 P(g5)

Corolario 4.2.5: |K(Lp(ll ,,,,, Lic1ylig1yeees ln)) ﬂP(ll,... ,ln)| = |K(LP(Z1,...,li_1,li+1 ..... ln))‘

Como
K(lep(gi)) C K(Lpq,,..1,)) por (2.27) y (4.2.4)
K(Lp@y,.io1iga,nty)) © K(Lpay,..1)) por (2.26) y (4.2.5)
|K(LP(Z1,---75171,l11+17~~-,ln)) N Z:P(gl)| =1 por (225)

entonces se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 4.2.3: K(Lp(ll,.“,ln)) = K(LP(llgu»’li—l7li+1’~~1ln)) D K(qu*p(gl))

La proposicién anterior implica que para X = Xq ., L |p(ll,”_’ln) es de tipo

n—1 n—1 n n
( 1,...,1 ,dh...,dl,dldg,...,d1d27...,Hdi,...,Hdi,ndi,...,[[di)
— N Vv v i=1 i=1 =1 i=1
gXl,.,n _gxl _Q(Zi:2 gxi) gXZ _gxl gX3 _gX2
Ixn TIXp 1 Dpary Ix;
por lo que P(l1,...,l,) es Prym-Tyurin de exponente d ---d,, siy sélosi g, =---=g, =goy

9x, , =9go+2(n—1)go = (2n — 1)go, sin embargo, nuevamente g, > (2n — 1)go, por lo que no
es posible obtener variedades de Prym-Tyurin de este modo.



5. VARIEDAD DE PRYM DE 3 CUBRIENTES

La variedad estudiada en el capitulo 3 no tiene posibilidad alguna de ser la variedad de Prym
de 3 cubrientes puesto que al término de su estudio nos dimos cuenta que ésta se descompone en

subvariedades mas pequenas.

5.1 Definicién de Pia3

Dado el diagrama (1.1), denotemos por P;; a la variedad de Prym P(h, hl) € J(X,;). Por definicién

de variedades de Prym tenemos que

J(X123) =i (hiy)* J(X12) + P(hiy) y J(X12) =i ()" J(X1) + P(R}).

La definicién de variedades de Prym de pares de cubrientes implica

P(h3y) =i (hi3)* P(h3) + P(h3y, hys)
P(h3) =; (h})*P(g2) + P2
P(h3) =i (h3)*P(g3) + Pas.

Entonces tenemos

J(X123) =i (h3)"J(X12) + (h3) P (h3) + P(hiy, his)

J(X12) =i (h1)*J(X1) + (h3)* P(g2) + Pra.
Las ecuaciones (5.3) y (5.1) implican

(hia)™J(X12) =i (hiy)* () (X1) + (h5)"(hy) " P(g2) + (hYy)" Pr2
(ha3)" P(h3) =i (has)* (h3)" P(g3) + (hg3)" Pas.
Sustituyendo (5.4) y (5.5) en (5.2) tenemos
J(X193) =i UJ(Y) + 11 P(91) + 15P(g2) + [5P(g3) + (his)" Pro + (hg3)" Paz + P(hiy, has)

donde I; = hg o hfj yl=g;ol; para {i,5,k} = {1,2,3}.

Andlogamente para

J(X123) =i (hiy)"J(X12) + P(hiy) =i (hiy)"J(X12) + (his)"P(h3) + P(hiy, hiy)
J(X123) =i (has)”"J(X23) + P(has) =i (his)*J(Xas) + (his)" P(hg) + P(has, his)

tenemos

J(X123) =i "J(Y) + 11 P(g1) + I5P(g2) + 15P(g3) + (h}y)* Pra + (hi3)* Pas + P(hiy, his)
J(X123) = I"J(Y) + 1§ P(g1) + 5P(g2) + 15P(g3) + (hys)* Pas + (hi3)* Pz + P(hgs, his).

Ademi4s, como

P(h3y) =i 15P(gs) + (hi3)" Pis + P(h3y, his)
P(hys) =i 1 P(g1) + (hi5)* Pis + P(hjg, his)

(5.6)
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entonces

(h%3)*P13 C P(hy) N P(hés)-

Por lo que
(hi3)" Pz C (P(hiy) N P(hy3))° = P(hiy, hag).

Procediendo de manera similar, para (h3y)* P12 v (his)* Pes tenemos

(hiy)* Py C P(hésah%:%)
(hés)*P% C P(hisa hiy).

Sea P; la subvariedad abeliana complementaria de (h;k)*ij en P(hfj7 th)a entonces

J(X123) =i U"J(Y) + 1§ P(g1) + 15P(g2) + I5P(g3) + (h35)* Pia + (hys)* Pas + (his)* Pis + P
= UJ(Y) +1{P(g1) + I3P(g2) + 15P(g3) + (hi3)" Pio + (hi3)* Pz + (hys) Pas + P1 (5.7)
= 'J(Y) + 1§ P(g1) + 15P(g2) + I5P(g3) + (hys)" Pas + (hi3)*Piz + (hiy)* Pia + Ps.

Sea A=1*J(Y) x I;P(g1) x I5P(g2) x I5P(g3) x (h35)* P12 x (h33)* P13 x (hd3)* P23, si Za denota la
imagen de A in J(X123), la aplicacién suma induce isogenias

ZA><P2—>J(X123)7 ZA><P1—>J(X123) y ZAXP3—>J(X123)~

Como la descomposicién de los espacios tangentes correspondientes son ortogonales con respecto a
la forma hermitiana asociada a la polarizacién candnica de J(X123) se concluye que P, = P, = P3 =
Pio3 v por lo tanto se tiene la siguiente

Definicién 5.1.1: Dado el diagrama (1.1), definimos la variedad de Prym de 3 cubrientes (P23, H)

como la subvariedad abeliana complementaria de (h;k)*ij en P(hfj7 hl.) donde H es la polarizacion

candnica inducida por la polarizacion candnica principal L de J(X123) en Piag.
Proposicién 5.1.1: Bajo las condiciones del diagrama (1.1) tenemos

J(X193) =i J(Y) + 11 P(g1) + 15 P(g2) + 15P(g3) + (h?5)" Pia + (hg3)* Pas + (hi5)* Pia + Pios.
Demostracién: El resultado de sigue de (5.6) y la definicién 5.1.1. |

El resultado anterior nos muestra que, como se menciond al inicio de este capitulo, P(l1,ls,13)
se descompone en (h3y)*Pia + (hi3)* Pag + (h33)* P13 + Piag cuando X = Xja3. Si la curva X fac-
toriza por X123 via un morfismo h, es evidente que se tiene una descomposicién andloga.

La siguiente proposiciéon nos da una definicién equivalente de Pjo3.

Proposicién 5.1.2: Pjo3 = (P(h$y) N P(h33) N P(his))°
Demostracién: La proposicion 2.6.4 y la definicién 5.1.1 implican

(P(hj3) N P(h33))° = P(hgs, hig) =i (hiy)* Pia + Pias (5.8)
(P(h$3) N P(hy3))’ = P(h3y, has) =i (his)* Pis + Pias (5.9)

Del lema 2.6.1 basta probar (h,)* PioN(h35)* P13 es finito, lo cual se sigue de la proposicién 5.1.1. B

Observacion 5.1.1: Dada la definicion de Pia3 se sigue

P(l1,12,13) =; (h5)* Pra + (hdg)* Pag + (h35)* Pis + Pras.
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5.2 La dimension de Pja3
Lema 5.2.1: Supongamos que el lugar de ramificacion de g; y g; son disjuntos, entonces

deg(h]) = d; deg(hy;) = di

Wy = diwg, wyp, = didjwg,

Demostracién: El resultado se sigue de observar que X;; = X; x,, X; and X253 = X Xx, X en
los siguientes diagramas

X123

/\ N
\/ \/

|
Lema 5.2.2: x93 = 1+ d1d2d3(gy) + %(dldgw% + dldgwgz + dgdgwgl)
Demostracién: La féormula de Riemann-Hurwitz y el lema 5.2.1 implican
1
Ix,, = 1+ d,’dj (gy — 1) + i(dngi + ding) (510)
1
Ix125 = 1+ di(gxz‘j - 1) + §wh§j (511)
El resultado se sigue de reemplazar (5.10) en (5.11). [ |

Teorema 5.2.1: Si el lugar de ramificacion de g; y g; son disjuntos, entonces

. 1
dim Prog = (dy —1)(d2 = 1)(d3 = 1)(gy — 1) + 5((d1 — 1)(dz2 — Dwg,
+ (di — 1)(ds — D)wg, + (d2 — 1)(ds — )wg, ). (5.12)
Demostracién: La proposicion 5.1.1 implica que
dimPro3 =gy, — 9x1, — x5 — Ixas T 9, T 9x, T 9x; — 9y (5.13)

Usar (5.10), lema 5.2.2 y la ecuacién g, =1+d;(g,, — 1) + 1w,, en (5.13) implica el resultado. W

Corolario 5.2.1: dim P33 > 0.

Demostracién: Recordar la ecuacién (5.12) en el Teorema 5.2.1. El caso g, > 2 obviamente implica
el resultado.

Caso g, = 1. Como gx, = 1 entonces wy, > 2d; > 0y por lo tanto se concluye lo esperado.

Caso g, =0. El resultado se sigue de observar que wg, > 2d; > 2(d; — 1). |
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5.3 El orden de K(Lp,,,)

Nos interesa saber cuando Pj23 es Prym-Tyurin. Para esto es necesario calcular el tipo de Lp,,,.

EL primer paso para ello es calcular el orden de K(Lp,,,), pero antes es necesario calcular el orden

de K(L P(hi, b )). Consideremos el caso en que g, = 0. Sin pérdida de generalidad calculamos
ki

|K(Lpny,,n3,))l-

Teorema 5.3.1: Si m.c.d.(d;,d;) =1 para i,j € {1,2,3} y g, =0 entonces

Q(QXjk “Ix, )d2(gxq‘,k —9x,)
5 .

1. ‘K(LP(hi ril=d; i

ik ik)
2 |K(Lp,,)| = d?(yxz3 —9Ix, —gxg)d;(gx13 —9Ix, —gxg)di(gx12 —Ix, —gxz)'

Demostracién: Dado el diagrama (1.1), tenemos el siguiente sub-diagrama

X123

VR
X12 X23
Xo

La definicién de variedad de Prym de un par de cubrientes implica

P(hiy) =i (hys)* P(h3) + P(hiy, hag)-

Como
L(hég)*P(hg) es de tipO (dl, ey dl,dldg, ey d1d3) proposicién 3.2.1 (514)
E —_—— — —
9x05 ~29x, Ix,
P(h3 es de tipo ,oo,1,d3, ..., d3
Lpns,) de ti 1 1,d d
12 N /
9x19
de (2.24) y (2) tenemos
dgxlz TIxy 2
|K(LP(h53,h?2))| = (M - |(hg3)* P(h3) N P(hi,, h%3)|>
1
Esto implica que
« 9. =9
|(has)*P(h3) N P(hiy, has)| = arnd, ™™ (5.15)
para alguna a; € Z* y por lo tanto
2(9x,, ~9x,)
(K (Lph, ne,)| = ajdy (5.16)
De (2.25) tenemos
[K(Lpny, n3,) = K (Lpps,)) N P(hiy, has)| - |(has)* P(h3) N P(hiy, has)|- (5.17)

Sustituyendo (5.15) y (5.16) en (5.17) concluimos

d2(gx12 —9x,)
K (Lpng,) N PRy, hag))| = a1 - =25 ———. (5.18)

Ix3 ~IX,
dl
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Esto implica que
a, = cld‘;’)‘% %2 donde ¢; € Z7, (5.19)

por lo tanto, sustituyendo (5.19) en (5.16) y (5.15), tenemos

2 - 2 -
K (L, ps)| = Sy 2893 g0 =0 (5.20)

* 2( Xo3 x2)
|(hds)* P(h3) N P(hiy, hly)| = exdy X227, (5.21)

Anilogamente para
P(hys) =i (hi3)" P(hy) + P(hiy, hs),

como
Lns,y«pny) es de tipo (ds,...,ds,dyids, ..., dids) proposicién (3.2.1) (5.22)
—_————  —
Ix1, _ngz Ix,
Lpps,) es de tipo (1,...,1,dy,...,dy)
23 N /
Ix93
tenemos
2 - 2 -
K (Lp(ny, ;)] = Gy i) g 0 (5.23)
" 2(9x,,—9x,)
|(R5)" P(hy) N P(hiy, has)| = cady 12 72 (5.24)
para alguna cy € ZT. Por lo tanto la ecuacién (2.25) implica que
[ K (Lns,)-png)|l = K (Lpz,) N (has) " P(h3)] - |(has)* P(h3) N P(hiy, has)] (5.25)
[K (Lnz, ) )| = K (Lpay,)) N (h35)"P(hy)| - |(hi)* P(hy) N P(hiy, hys)] (5.26)
entonces
;0>
|K(Lpens,)) N (hag)*P(h3)| = 301 de (5.14) y sustituyendo (5.21) en (5.25) (5.27)
d,7
|K(Lpeny,)) N (h3,)*P(h3)| = 1672 de (5.22) y sustituyendo (5.24) en (5.26) (5.28)
Como
2 - 2 -
K (Lpgus, )| = i 7% gy 0% de (5.20)
2 - 2 -
= 3, T xa) P03 ) de (5.23)

2 2
entonces ¢; = ¢y, pero ¢y | d;x2 de (5.27), co | dng2 de (5.28) y m.c.d.(dy,d3) = 1 entonces
c1 = cg =1y por lo tanto

2 - 2 -
K (Lp(ny, n3,))l R e (5.29)

Esto finaliza la prueba de (1) del teorema.
Con este resultado podemos calcular | K (Lp,,s)|-

La ecuacién (2.24) y la definicién 5.1.1 implican que

|K(Lpyy)| - [K(Lns,)epry)| = [Pras 0 (hi2)* Pral? - [K(Lpny, p2,))] (5.30)
|K(Lpyy)| - [K (L2, pry)| = [Pras 0 (h13)* Prs| - [K(Lpny, ns,)] (5.31)
|K(Lpyy)| - [K (L) pay)| = [Pras 0 (hag)* Pas|® - [K(Lpnz, ps,)] (5.32)
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Por (1) del Teorema 5.3.1 se tiene que
2 - 2 -
[K(Lp(ny, )] = dy s ~0x) {0xas )
2 - 2 -
K (L)l = dy 7207 dg 0] (53)
K (L, )l = d2(gX13 gxl)dQ(gxu—gXl)
P(his,hiy) )1 —
Como
2 2 2
|K(L(h?2) P12)| — d (gx12 ng d ngd gXl
2 2
K(Lpp2y«p.)| =d 29315 =9, "9x5) d, qxgd % Proposicién 3.2.1 y Proposicién 3.1 en [7] (5.34)
(his)* Pis 2
|K(L(h1 P )| _ d?(ngg 9%, 7gx3)d29X3 d29X2
23 23
entonces, despejando |K(Lp,,;)| en (5.30) sustituyendo en (5.31) y (5.32) tenemos
d2(gX12 —9x, ~9x,)
|Pra N (hy)" Pra| = = —————  [P2s N (hi)" Pus| (5.35)
d2 X13 7X1 7X3
2(9x,, ~9x, ~9x,)
N d 12 1 2 N
| Pras 0 (h$,)* Pra| = = — - |Pras N (hgs)* Pas. (5.36)
d2(gX23 Ix, ~9x,)
1
Como |Pya3 N (h;-k)*ij\ € Z* y m.c.d.(d;,d;) = 1 entonces
2 \x ’ 2(9)(13 9%, _gxg) ’ +
|Piag N (hi3)* Pi3| = abd, ) donde a}, € Z de (5.35) (5.37)
2 _ _
| Pras 1 (hby)* Pog| = afd. a0 9% 79xs). donde d € Z* de (5.36). (5.38)
Por lo tanto
2(9x,, ~9x, ~9x,)
|P123 n (h12) P12| = CLQdd Xz X 2 de (537) y (535)
2 —
R TRy de (5.38) y (5.36).
Esto implica que a} = a}, y por lo tanto haciendo a := a} tenemos
2 _ _
Pio3 N (hiy)* Pia| = ad (9312703, ~0x,) 5.39
12 3
|Prog N (h25)* Pis| = ads*¥1s ~9%1 ~9xa) (5.40)
|Pr23 N (hys) " Pos| = ad1(9x23 e 0s) (5.41)
La ecuacién (2.25) implica que
|K(Ln3,)-po)| = 1K (Lpn, n2,)) N (h12)* Pra| - |Pi2s N (his)" Pro| (5.42)
|K(Ln2,)py)| = K (L, ns,)) N (h13)* Pra| - |Pias 0 (hi)" P (5.43)
IK(L(n3,)-Pos)| = 1K (Lpnz, n3,)) N (hag)* Pas| - [Prag N (hyz)* Pas| (5.44)
)

Las ecuaciones en (5.34), (5.39), (5.40) y (5.41) implican

d29X2 d2gX1

|K(Lph,.nz,)) N (hiy)* Pra| = T de (5.39) y (5.42)
7% g0

|K(Lpny, nz,)) N (hi3)* Pis| = T de (5.40) y (5.43)
7 dy

|K(Lpnz, n3,) N (has)* Pas| = —"— de (5.41) y (5.44)

a
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Como m.c.d.(d;,d;) = 1 las ecuaciones anteriores implican que a = 1.
La ecuacién (5.30) implica

K (Lp,,.)| = d?(gx23 —9x, *gxa)dz(gxm —9x, aqxa)di(gx12 —9x, ~9Ix,)
123 é

Esto finaliza la prueba de 2 del Teorema. |

De la prueba del Teorema anterior obtuvimos los siguientes resultados

2(9x,, ~9x;)

Corolario 5.3.1: 1. |(h§k)*P(h§) N P(hE, R =d,

1jr ik i
i 2(9x. —9x.~9x,)
2' ‘(h;k)*P]ka123| = di XJ’“ Xj Xk )

Corolario 5.3.2: Dado el diagrama (2.6), si g, >0, deg(g1) = deg(f2) = d1 y deg(g2) = deg(f1) =
ds entonces
2(9x, =9y) 29x,=9y) _ 2dimP(g2) 2dimP
|K(Lp(f1yf2))| = dl Xz Y dQ X1 Y S dl (92)d2 (g91)

Del resultado 2 en el teorema anterior se tiene el siguiente

Corolario 5.3.3: Una condicion necesaria y suficiente para obtener variedades de Prym-Tyurin
estd dada por las ecuaciones

dim Pia3 = Ixps T 9xy T 9x; T Ixy; T Ix; T 9x; T Ixq, T Ix; T Ix,
st dy, do y ds son primos relativos a pares.

Como Pja3 es Prym-Tyurin de exponente e si y sélo si Lp,,, es de tipo (e,...,e) (ver [4]) entonces,
si di, da y d3 son primos relativos a pares (m.c.d.(d;,d;) =1) y

dim Prog = g,y = 9x, — 9y = Ix15 9y~ Ixy = Ixiz ~ Ixy T Ix,
haciendo p := dim Pjs3 tenemos que
|K(LP123>| = (d1d2d3)2p'

Esto implica que Lp,,, es de tipo (didads,...,d1d2ds) y por lo tanto Pio3 es Prym-Tyurin de

dim P123

exponente dydads en J(Xi23).



6. VARIEDAD DE PRYM DE N CUBRIENTES

Al igual que en el capitulo 5 la variedad estudiada en el capitulo 4 no tiene posibilidad alguna
de ser la variedad de Prym de n cubrientes puesto que ésta se descompone en subvariedades mas
pequenas.

6.1 Definicién de P;_,,

Sean g; : X; — Y morfismos de curvas suaves proyectivas para i € I tales que g;, g; no factoricen
via un mismo morfismo ¥’ — Y. Como hay un tinico morfismo

hir
11
Xila-»wir - lew-nyirfl
para {i1,...,4—1} C {i1,...,,} entonces tenemos un diagrama conmutativo de morfismos finitos de

curvas suaves proyectivas con vértices X, ;. donde {i1,...4,} C I. El diagrama siguiente muestra
un camino entre X, , e Y:

il i2
Rin pin—1 h i a1
. A, AL
Xin itoal o 22, s 5.5
in—1 in=2 (6 1)
g,n-1 ;n—1 ;n—2,n—2 fltlé
Y _Xin—l -t in—zin—z — ... h il st
1 el ls—1
donde
-s+1 s+1
{5t =1, _,J CIparal <s<n-—2. (6.2)

La aplicacién X, — X;; s es denotada por

2 1
m . o oh" ot h" oF
sl g ity gy iy

donde 2 <s<n-—2.

En (1.1) se muestra el diagrama para I = {1, 2, 3}.

Definicién 6.1.1: Definimos la variedad de Prym Py, de n > 3 cubrientes como la subvariedad
abeliana complementaria de

, ) ; 0
(hll...(ifl)(H»l)...n) Pi i—1yi41).n en [m#ip(hi..(jq)(j+1)...n)} :
La siguiente proposicién da una caracterizacion mas simple para P;. .,

Proposicion 6.1.1: Pl...n:[ n 1P(h1 (—1)(i41).. n)]o.

Los siguientes resultados son necesarios para probar la proposicion 6.1.2, la cual serd de gran utilidad
para la prueba del teorema 6.2.1.
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Lema 6.1.1: Sea (C%-+i), el conjunto de las combinaciones de r elementos en I \ {i1,...,is}.
Supongamos que

P ovysyn) =i D () Pt > (hiyins) Pryigi + -+
Jj#ik i1i2€(CHF),
Z (hiy. i) Piyingi + (0 o1y hr1)e) " Prac.(b=1) (k4 1)

i1...0,—3E(CF),_3
i 0,
+[P(Pla_i-1yisr)..n) VPOAY e yern).n)] + 1 P(g:)

para i,k € I tales que k # i, entonces

n
s i 0 —. . VR P . E . L 5 ) ..
[mj:1p<hi1i2...i(j,1>i(j+1)...in)] 1 (hhmls) PZlmls + (hhmlslj) Pllmlslj +
J=(+2)
*
E (hhmisjljz) Pi1~~~isj1j2 +oet
Jrj2€(CH s+ D)),
*
E (hi1misj1~-~jn—(s+2)) Pi1~~~isj1~~-jn—(s+2)
J1ednsg2€(CTEED) 4oy

.S ". O
+ (hyt! i) Piyiigeiayin + [NIE1P(R in)]

15l (s42) - 1020 —1)i(j+1)
para {i1,...is} C I tal que 2 < s<n—1.

Demostracién: (Induccién en s) Sea {iy,...i5s} C I, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que i; =j para j=1,...,s, es decir {i1,...4s} ={1,...,s}.
Sea k = 3, por hipétesis tenemos

n
P(hg. ) =i Y (hi)"Pu+ > (i) Prig, +-+
i#1,3 1192€(C13)2
> (Miyin—s) Pri.cins + (W24, )" Proa.n (63)

’L‘lu.in73€(013)n,3

+[P(hS. ) N P(hdy)]" + 1 P(g1)

P(his ) =i Y (ha) Po+ Y (haiyiy) Paiyi + -+
i#2,3 i192€(C?3),
> (h2iy.ins) Paiy iy + (a4 ) Pr2acn (64)

01...5,—3€(C13)p_3
0 *
+[P(h%3...) ﬂP(hi’an)] +15P(g2).
El lema 2.6.1, (6.3) y (6.4) implican

[P(h3. )N P(h?dn)]? = (h12)" P12 + Z(h12i)*P12i
=4

+ Z (h12¢1¢2)*P12¢1¢2 —+ -+ Z (h121‘1...z‘,,,_4)*P121'1...in_4 (6'5)

i192€(C123), 015 —a€(C123) 4

* i 0
(i n) Proa.n + [m?:lp(hl...(ifl)(i+1)‘..n)] .
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Supongamos que el resultado es valido para s < n — 1 intersecciones. Probaremos que el resultado

es valido para para s + 1 < n — 1. La hipdtesis implica para k = s + 2

n

P<hifls(s+2)...n) =i Z (Ri(s+1))" Pics41)+
i (s D (54+2)

Z (Riyig(s+1)) " Piyig(s41) + o+
i1i0€(C s+ (s42)),
> (Piy i —s(s+1)) " Piy i _s(s 1)+

i1.ip_3€(CGT(s+2)), 4
s+2 *
(M3 o) (s43).n) PLlec(s41)(s43)..m

. 0 *
+ [P(hi+1€(9+2)n) N P(hi+2(e+1)(€+3)n)] + ls+1p(g3+1)

La hipétesis de induccion implica
3 0 * *
(M3 P(hia, iony(isny.m)] =i () Procs+ D0 (his) " Prosit
ie(C1-5(s+2))

Z (hl-uSiliQ)*Pl...Siliz + -+
i1i2e(cl...s(s+2))2

z : *
(hl...S’Lvl...’L'7L,(S+2)) Pl...sil...in,(s+2)

i1t g2 €(CLs(5+2)), (1o

s+2 *
F ot 1) 518).m) Pl (s+1) (548)nt
s 7 S 0
(M1 P(hia. i-1)(it1)..n) mP(h1.J.r.2(s+1)(s+3)...n)] :

Entonces, el lema 2.6.1, (6.6) y (6.7) implican

s 7 0 *
s P(h12...(i—1)(i+1).‘.in)] =i (M. (s41))" Pr.(s41) T

Z (P (s1)i) " Pr(s1)it
i€(C1-(s+2))

Z (P1. (s 41yivin) P (s+1)inis T F

i1i2€(cl.,.(s+2))2

*
E (hl...si1~-~in—(s+3)) P1~-5i1~~~in—(s+3)

i sp3€(CL(F2)) (g

s * S ! 0
+ (h1f2(s+1)(5+3)..,n) Py (s41)(s+3)..m T [ﬂiifp(hlll..(if1)(i+1)...n)]

Lema 6.1.2: Supongamos que

n—2
P(hY (n1) =i Y (hin)" Pin + > (hiyion) Piyign + -+
i—1 i1ipe (1),
Z (Riyvin—gn) " Piy iy _an + (hgﬁf(i)_g)n)Pl...(n—z)n

i1...ip—3€(C=11n), _4

n n— 0 *
+[P( 12”_(n_1))OP(hln_th)n)] + 1, P(gn)

(6.8)

(6.9)
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entonces
n—1
P(hY ney) =i D (hin) Pin+ D (hiyian) Piyign + -+
i=1 i1i2€(C™)2

> (i) P = (1) P |
il...ime(C"’)m

n—2
|: Z (hil...ierln)*Pil...im+1n - Z(hil.,.(mfl)(nfl)n>*Pil...(mfl)(nfl)nil

i1...im+1€(cn)m+1 i=m

n—1 * * m—1 *
ot (0 ) Po oy (W) P+ 00 )Py ety

— 0 *
+ [P0 o) 0 PO ) NP0 )0 PG D) 1 P(g)

(m—=2)m..n
para 2 <m <n—1.

Observaciéon 6.1.1: Observemos que las hipdtesis en los lemas 6.1.1 y 6.1.2 son equivalentes ya
que solo necesitamos sustituir i =n y k=n — 1.

Demostracién: (Induccién en m) El lema 6.1.1 implica

n—2
n n— 0 * *
[P(hl(n—l)) N P(hlén72)n)] =i (h(n—l)n) P(n—l)n + Z(h(n—l)nz) P(n—l)ni
=2

+ Z (h(n—l)ni1i2)*P(n—l)niﬂz +ot
i1i2€(01("’_1)")2 (6~10)

Z (h(nfl)nil...inle)*P(nfl)n’il..‘inle

il...in,4e(cl(nfl)n)n74
* n e 0

Sustituyendo (6.10) en (6.9) se concluye que la afirmacién es valida para m = 2.
Supongamos que el lema es cierto para m < n — 1. El lema 6.1.1 implica

n n— m— 7 0 %
[P(hY (1) ﬁP(hL__%n_g)n) N2 Py oiyirny.in)] = (P1m=1)n=1)n) " P1...(m=1) (n—1)n

+ Z (h1..m=1)(n=1)ni) " P1...(m=1)(n—1)ni+
ie(CL.--m(n—1)n)

Z (P1...(m=1)(n=D)niyis) “Pr...(m=1)(n—1)niyis + =+

ilize(cl...m(n—l)n)2

Z (P (m=1)(n=1)nis i (msy) Lo (m=1)(n=D)nis i sy
1l (mag3) E(CLom( =Dy ()
+ (A" (m—1)(m41)..n) Pro(m=1)(m+1)..n
n n— m 7 0
+ [P(h} (1)) N P(RY %n_z)n) 1 P(hia i—1)it1).n)] -

(6.11)
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La hipoétesis de induccién implica

n—1

P( ?(n—l)) Z(hzn) Pln + Z (hilign)*Pilizn +- 4

1112€(C™)2

Z (hil...imn)*Pil...imn - (hl...(mfl)(nfl)n)*Pl...(mfl)(nfl)n]+
1. 4m €E(C™)

n-2 (6.12)
|: Z (hil...im+1n)*Pi1...im+1n - Z(hil...(m—l)(n—l)n)*Pil.“(m—l)(n—l)n]
i1t +1€(C™ ) mt1 i=m
n— 1 * m—1
n n— m—1 *
De sustituir (6.11) en (6.12) se concluye lo esperado. |

Proposicion 6.1.2:
PR ovysnyn) =i 2 (i) Pii+ > (hiyind) Piyini + -+ +
J#i i1i2€(C%)2

S T ) Paie i+ P+ P(g))
010 —2€(CV)p—2

donde l; es la aplicacion X1, , — X;.

Demostracién: (Induccién en n) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = n. Dado el
diagrama (1.1) de la definicién de variedad de Prym de un par de cubrientes tenemos

P(hy) =i (his)* P(h3) + P(hiy, his) =i (his)*((hy)" Pgs) + Prs) + P(hiy, his)

Por lo tanto
P(h;) =i I5P(gs) + (h33)" Pis + P(h3y, his). (6.13)

De manera similar de tiene que
P(h3y) =i I5P(gs) + (hy3)* Pas + P(hly, hys)
P(h33) =i 15P(ga) + (hi)* Pas + P(his, has)

esto implica
0 X : 0
[P(h?,) N P(hi5)]" =i (h3)* Pos + [P(h5) N P(hi5) P(hy3)] (6.14)
por lo tanto, sustituyendo (6.14) en (6.13) tenemos
K * * * 0
P(hiy) =i 15P(gs) + (his)" Pus + (hys) " Pas + [P(hiy) 0 P(hi3) P(hys)] -
Supongamos que el lema es cierto para n = k. La hipétesis de inducciéon implica

k—1

P hk+1k 1) =i Z ik+1)) Pikyn) + Z (Biyia(hn)) Prvia(hrn) + -+
i=1 i1i2€(Ckk+1)), (615)
Z (h';l...ik—2(k‘+1))*Pi1~~ik72(k7+1) + Pl"'(kfl)(kJrl) + (l;€+1)*P(gk+1)'

i1.ip_o€(CREFDY, o

donde h' y I} son las aplicaciones X1 (x—1)(k+1) — Xi..i, para {ir,...i5y C I' = {1,...,(k —
), (k+ 1)}y X1 (k—1)(kt1) — Xi para i € I’ respectivamente.
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como

0
P(RYTL) =i (B vyeyny) " P(RYT %k )+ [P (W) N P(RY 1y (ke (6.16)

entonces, sustituyendo (6.15) en (6.16) tenemos

k—1
P =i i1 P(gkyr) + ) (hiesn) Pierry + D (Riviok) " Pryig(esny + -+ +
=1

i1i2€(CF )2
Z (P evvine— o (k1)) Py o (1) T Pl (k= 1) (k1) (6.17)
i1.in—2€(CF T s
+ [P(hTL) N P(RY 1)(k+1))]0-
Por lo tanto, el lema 6.1.2 implica el resultado haciendo m =n — 1. |

6.1.1 P, esta bien definida.
Sea P; la subvariedad abeliana complementaria de (hi.,.(i—1)(i+1)...n)*P1~~»(i—1)(i+1)---7l en

, 0 .
[mj?fip(hjl...(j—l)(j-i-l).“n)] ; es decir

0 ) *
[ﬂ]#P(h (G=1)(+1).. n)] =i ( 1...(i—1)(i+1)...n) Py -1y (it1)..n + Bi (6.18)

El lema 6.1.1 implica

_ 0 ) .
(M2 P(PY_G_1ya1yn)] =i (M im1)41)n) Pre=1) 1)t
n % 0
[N P(RY_(im1yit1).n)] (6.19)

por lo tanto de (6.18) y (6.19)

n 7 0
bh=---=p :[mizlp(hL..(171)(i+1)...n)]

Observacion 6.1.2: No solo probamos que P .., estd bien definida, también probamos la proposicion
6.1.1.

6.2 Teorema de descomposicion de J(X;. )

Teorema 6.2.1: Sea C,. el conjunto de combinanciones de r elementos en {1,...n}. Dado el dia-
grama (6.1), sin > 3 entonces

J(Xl n) —ll J +Zl P gz Z (hiliQ)*Rli2+

i112€C2

Z (Riyizia) Piyigig + - + Z (Piyoin )" Piy iy s

i14213€C3 010 —2€CH _2

+ Z (h:LL:IL...iﬂ,_l)*Pil~~~in71 +Pin

1.ty —1€CH_1

donde 1 y l; son las aplicaciones X1, — Y y X1.., — X; respectivamente.
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Demostracién: (Induccién en n). El resultado para n = 3 estd probado en la proposicién 5.1.1.

La hipétesis de induccion implica

k
T(X1k) = () TO)+ D () Plg)+ Y () Prist
=1 i112€Co
Z (M) Pirinis + Z (Wi ) Py i s (6.20)
i11213€C3 1.ty —2€C,H_o

+ Z (h’gl...ik,l)*Pi]...ikfl +P1...k:

010 —1€CK_1

donde I" : Xy, — Y, lj: Xu.p — Xi ¥ Ay, X1 — Xy, 4. para {iy .. i C {1,... k}.

Lol

Como
J(X1. o)) =i (W) T (Xax) + P(hYT) (6.21)

entonces, sustituyendo (6.20) en (6.21) tenemos

k
J(Xl...(k+1)) =i l*J(Y) + lep(gl) + Z (hiliz)*Pi1i2+
i=1

i112€Co

> Pirinis) Prviis +--+ > (hiy i) Piy iy (6.22)

i11213€C3 Q1.0 _2€CK_2

+ Z (hil'nik—l)*Pil'nik—l + Pkt (hlth}c)*P(hIlCJr}c)

01,0 1€CK_1

La proposicién 6.1.2 implica

k
P =D (higer) Pigany + Y (Piyia(ern)* Praia (k1)
i=1 i1i2€Co
+- Z (hil...ik,Q(kJrl))*Pil...z'k,Q(k+1) + l}ZHP(ng) (6.23)
i1...0—2€CK_2
k .
+ Z(hzl.._(i—l)(i+1)___(k+1))*Pl...(i—l)(i+1)..4(k+1) + P (k1)
i=1
Sustituyendo (6.23) en (6.22) se concluye el resultado. |

6.3 Dimensién de P,

Los siguientes resultados estan probados para n = 3 en la secciéon 5.2. Para generalizar dichos
resultados haciendo induccién en n supondremos validos los resultados siguientes para k < n.

Lema 6.3.1: deg(hﬁ?...infl) =d

i’!‘L

Demostracién: Dado el diagrama

hin Xin pin-1
i1ein—1 \7'1""7’71,—27"
Xiyoin s Xiy..vim_zin (6.24)
o \ /
hz;ll1 —2 7;1 T —2
" Xy oin s
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la hipétesis de induccién implica que deg(hi, i, )" =d;, v deg(hi’ff}in_z) = d,,—1. La conmuta-

tividad del diagrama implica el resultado. |

Lema 6.3.2: Supongamos que el lugar de ramificion de g; y g; son disjuntos para toda i,j € I
entonces
whgn = di1 ..d
i1

) in—1%gi,
1 tn—1

Demostracion: De la hipdtesis de induccién

Whin = diy . di, _,wy, (6.25)

La hipétesis y (6.24) implican
Oyin = deg(hj;:jﬂ)whz;,?___iH (6.26)
Usar el lema 6.3.1 y (6.25) en (6.26) implica el resultado. [ |

Proposicién 6.3.1: Supongamos que el lugar de ramificacin de g; y g; son disjuntos para toda
i,7 € I entonces

1
9%, ,, = 1+dy... dn(gy - 1) + §(d1 <o dn—lwgn) +-4dy... di—ldi+1 c. dnwgi

+ootdy . dpwy,

Demostracién: Dada la aplicacién h’il...(nfl) : Xi..n — X1 (n—1) la formula de Riemann-Hurwitz
implica que

n 1
‘gxl.,.n =1+ deg(hl"~(n—1))(gX1_..(n—1) - 1) + ith..-(7L—1). (627)
Como
Why oy = A1 dno1wg, del lema (6.3.2)
deg(hy (n_1)) = dn del lema (6.3.1)
1
gxl___(n_l) =1+ dl . dn—l(gy - 1) + 5((11 - dn—2wgn,1
+ -4 dl . di—ldi+1 PN dn_lwgi
+-+dy. . dpiwg,) por hipétesis de induccion
entonces, sustituyendo las ecuaciones anteriores en (6.27) se concluye el resultado. ]
Proposicién 6.3.2:
dlm Pln = gxl...n — Z gxil,_,i"71 + e+ (fl)J Z gXil_'_i7L7J
i1.00n—1€CH_1 i1 in—j€ECH_j

o (DY g+ (1)

Demostracion: El teorema 6.2.1 implica que

dim Py =gy, =Y dim P(g)— > dim Py — Y dim P,
i=1

ij€Cs i11213€C3

. Z dim P, 5, . — g, - (6'28)

1.0 —1€CH 1
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De la hipétesis de induccién tenemos

n
dim Py, = 9%, . — 9y — Z(gx,; - gy) - Z (gxij —9x, — ng +gy)
i=1 ijeCs
= > (G~ 9xis, ~ v~ I, F 9%, T 9x, F Ik, —9y)
i1i213€C3
= cee b (=1) e
Z (gXil.A.in,l + +( 1) Z gXil...inflfj + +
010 —1€CH 1 i1 dn—1—j

D" > gy, F (=) g, (6:29)

Z’E{’L‘l...infl}

Si Coef(gy) denota el coeficiente de g, en (6.29) tenemos que

Coef(g,) = — :1 —n+ (Z) - <§> 4ot (—l)n_1<n71 1)}

Cocf(gs, ) =- :1 - (”;S> + (”;S> ot (—1)"_5_1<ni;i 1)]

lo cual implica el resultado. |

Proposicién 6.3.3: Supongamos que el lugar de ramificacion de g; y g; son disjuntos ¥ i,j € I,
entonces

dim Pl...n = (dl - 1)---(dn - 1)(gy - 1) + Z (di1 - 1)"'(din—1—1)w9in

i14..in71 Ecnfl

N |

Demostracién: Las proposiciones 6.3.2 y 6.3.1 implican que

. 1 ¢
dim P, =1+d;...dp(g, — 1)+ 3 Z}dl coidiadigy - dpwy,

n—1
1 .. .
_ |: E (1+d11 "'din,71(gY — 1) + 5 S:E 1di1 celg— 1541 "'Zn—1w913>:|

9100 —1€CH_1
n—j

_|__|-(—1)J Z (1—|—d11 "'dinf‘j +%Zd11 "'dis—ldierl "'din—j—1w915>
s=1

il‘..inijCn,j

e ()Y (1 dilgy — 1)+ g + (D79, (630
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esto implica

Coef(gy =) =dy...dy— Y diy...di_, +-+
i1 in—1€CH_1
n
17 D dieedi A (CD)TY di (1)
i1rin—j €Cn_j i=1
=(d1—-1)...(d, - 1)
Coef(wgi):dl...di,ldiﬂ...dn— Z dzlzn72++
il...di7l72607,,72
ij#
+oe (=17 > iy ooy At
‘1-~'7;n7371€Cn—571
ij#i
(_1)n72 st + (_1)77,71
oty
=(d;1—1)...(di—1 — 1)(djx1 — 1) ... (dp, — 1)
14+ (=) = (=1)" - (-1)° = i 5 1
Coef(1) = A+CE)) = (=)= (-1)=0 s%neﬁ impar,
1+(-1))"=0 si m es par.

lo cual implica el resultado. |

Corolario 6.3.1: dim P, _, >0

Demostracién: El resultado se sigue de observar que wgy, > 2d; > 2(d; — 1) para toda i € I. u

6.4 Elordende K(Lp, ).

Teorema 6.4.1: Dado el diagrama (6.1), si m.c.d(d;,d;) =1 para todo {i,j} C {1,...,n} entonces

n
K(Lp, )] = [[d e

i=1
donden >2yg, >0. Sin=2 hacemos P; = P(g;), parai=1,2.

Demostracién: (Por induccién sobre n)

El corolario 5.3.2 demuestra que el teorema es valido paran =2y g, > 0. Elcason =2y
g, = 0 se sigue de la proposicién 2.6.6.

La definicién de variedad de Prym de n > 3 cubrientes implica
[P(h} ) "= O PRIy P = (B 01" Pruet) + Pron (6.31)

De la hipétesis de induccion

. 2dim P2...(n—1) 2dim PlS...(n—l) 2dim Pl_“(an)
(K(Lp, o))l = d; ceeedy (6.32)
o Zdim(n>P2___(n_1) 2dim(n)P13___(n_1) 2dim(n)P1___(—n,_2)
‘K(L[P(hémn)ﬁ---ﬁP(h”_l o)l = di dy ceeeed, oy (6.33)

1..(n—2)n
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[}

donde dimg,) significa agregar al sub-indice de cada sumando en dim F;, una “n” y escribir

g, en lugar de g, , por ejemplo: Como

-"7;77,71

n—2
dim Pl...(nf2) = gle<n72) 4+ (_1)n*3 Z Iy, + (_1)n72gy
=1

entonces

n—2
dimn) 1. (n—2) = Ix1. (n2)n +oeet (_1)n_3 Z Ix,, T <_1)n_29x71'
i=1

Supongamos que Lp, , ,, esdetipo ( a1,...,as );la proposicién 4.2.2 implica que Lxn o))" Prn)
v D N vei(n— o (n

dim P1 o (n—1)

es de tipo (d,ay,...,dpas). Por lo tanto el resultado 2 y la ecuacién (6.32) implican que
—_—— ——

dim Py
(n—1)
_ 2dim Pl...(nfl) 2dim P2.A.(n71) 2dim Pl,“(n72)
‘K<L(h" )*Pl...(n—l))| =dn dy T e dy—1 .

1...(n—1)

De la ecuacién (2.24), (6.33), (6.34) se sigue

(6.34)

n—1 dQ[dim(n)Pl...(ifl)(z‘+1)m(n71)—dim Py (i—1)(i41)...(n—1)]

Hi: i n *
|K(Lp, )| = ! 2m P ] AP N (WY 1) Pr e

anl d2[dim Py (i—1)(it1)...n]

_ i=1 "1 n * 2
= e P N (o) Pr ool (6.35)
n

Andlogamente para
NP -1y 41).n))’ = P11y i1).n) Prci=1) (i 1).m + Pl (6.36)
donde i € {1,...,n — 1}, se tiene que

I JPAm P14l
J#L g i

— ) * 2
== P P aamd P N oy n) Pren el (6:37)

?

[K(Lp, )

De las ecuaciones (6.35) y (6.37) se sigue que

2[dim Py, (n—1)]
n

1Prn OB 1) Prnen)| = Ty a——_ [Prn O (Y i1y (i41).om) Pri=1) (i41)..m]

' (6.38)
La ecuacién (6.38) implica

] * 2[dim Py (i—1)(i+1)...n
|P1‘..n N (hzlm(i71)(i+1),,,n) Pl...(ifl)(iqtl).“n‘ = aidi I P GmDeED ] (6.39)

para algtin a; € Z* i=1,...,n— 1.
Sustituyendo (6.39) en (6.38) se tiene que
‘Pln N (h?(n_l))*Pl(n—lﬂ _ aidi[dim P1...(n71)]

paratoda¢=1,...,n—1, por lo tanto a1 = -+ = an_1.

Haciendo a = a; se sigue que



6. Variedad de Prym de n cubrientes 52

n % 2[dim Py (n_
[Prn N (R 1) " Pr(n-1)| = ady b ) (6.40)

donde a € Z*.

De la ecuaciones (6.31), (2.25), (6.34) y (6.40) se tiene que

n—1
n * 2[dim Py (i—1)(i41)...n)
|K(L[P(hévHn)ﬁ-~~ﬁP(h"—1 )}0) N (h1...(n71)) P n-pl-a= H d; e

1..(n—2)n et
i=

Por lo tanto
n—1

Cl| H d?[dim P1...(i71)(i+1)...n]. (641)

i=1
En general, haciendo el procedimiento andlogo para (6.36) se sigue que
(l| H d?[dim P G—1)(+1)...n] (642)
J#i
paratoda¢t=1,...,n — 1.
Como m.c.d(d;,d;) = 1 para todo {7,5} C {1,...,n}, de (6.41) y (6.42) se concluye que a = 1
por lo que

n * 2[dim Py (n—
‘Pln N (hl(nfl)) Pl...(n—1)| = dn[ 1]

Sustituir la ecuacién anterior en (6.35) implica el resultado.
|

Corolario 6.4.1: Una condicion necesaria para obtener variedades de Prym-Tyurin estd dada por
las ecuaciones
dim Py, = dim P G_1)(i+1)..n

para todat=1...n sidy,...,d,_1 y d, son primos relativos a pares.

Como Py, es Prym-Tyurin de exponente e siy solosi Lp, _ esde tipo (e,...,e) (ver [4]) entonces,
sidy,...,d,_1y d, son primos relativos a pares y

dim Py, =dim P _1)(i11)..n

para toda ¢ = 1,...,n haciendo p := dim P, tenemos que
n
2
|K(Lp, )| = (] d)™
i=1
n n
Esto implica que Lp, , es de tipo (H di, ..., H d;) y por lo tanto P;_, es Prym-Tyurin de expo-
i=1 i=1
dim Pi. .n

nente [, d; en J(X1. ).
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